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RECHERCHES 



DETERMINATION DES LONGUEURS D'ONDE, 

Par M. E. MASCART, 

PROFESSEUR DE PHYSIQUE AU LYC^E NAPOLEO.N. 



((> M^moire a remporte le Prix Bordin aii concours de i8()8. 



Daas UB Memoire precedent {*) j'ai determine les longueurs d*onde 
des raies obscures du spectre solaire et de quelques raies briltantes 
tnelallLques; j'ai employe pour cela un reseau sur verre qui presentait 
eertaities irregularites non encore observees, et, pour que les r^sul- 
tats ne fufisent pas alter^s par ceite cause d*erreur, j*ai determine expe- 
rimentaletment la loi suivant laquelle se produisaient les spectres dissy- 
inetriques qui ont servi a effectuer les mesures. Toutefois celte imper- 
fection du reseau a pu laisser des doutes dans Tesprit des physiciens 
sur les nombres que j'en ai deduits; j'ai done oberQh^ a reprendre ces 
experiences avec d'autres reseaux qui n*eussent pas les memes defauts. 
La concordance des resultats obtenus avec ces instruments differents 

(*) Annates scienti/tf/ties de i'Mroie Norma le xupcrieme, t. I"; 1864. 
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nie parait devoir iDspirer toute confiance, et justifie en meme temps la 
methode que j'avais employee dans mon premier Memoire. 

En outre, j'ai voulu augmeuter la liste des rayons soumis a Texpe- 
rience directe; j'ai clioisi pour cela un certain nombre de raies bril- 
lantes artificielles, disseminees dans toute Tetendue du spectre lumi- 
neux et du spectre ultra-violet. J'ai defini ces raies par leur indice de 
refraction ordinaire dans le spatli d'Islande, substance que Ton pent 
toujours se procurer dans le meme etat physique. II resulte de la que 
si Ton a interet k connaitre la longueur d'onde d'un rayon determine, 
il suffira de determiner I'indice de refraction ordinaire de ce rayon dans 
le spath d'Islande; on pourra alors, a Taide d'une formule d'interpola- 
tion ou par la construction d'une courbe, evaluer la longueur d'onde 
cherchee avec une approximation aussi grande que si Ton avait k sa 
disposition un r6seau excellent, ce qui sera toujours tres-rare. 

J*ai indique deja les precautions a prendre quand on veut determiner 
les longueurs d'onde avec un reseau, en observant les spectres dif- 
fractes par la lumifere qui a traverse les mailles du reseau. Quand il 
s'agit de rayons ultra-violets plus refrangibles encore que ceux que 
donne la lumiere solaire, les r^seaux sur verre ont un nouvel inconve- 
nient, c'est d'absorber ces rayons ultra-violets avec une grande ener- 
gie; il faut alors recourir aux spectres diffractes par reflexion. Si les 
intervalles opaques du reseau jouissent d*un pouvoir reflecteur sensible, 
la lumiere r^flechie sur ces petites lames miroitantes pent donner lieu 
a des spectres diffractes tout semblables k ceux que I'on observe par 
transmission. 

Soient encore AB [fig. i , PL I) le plan du reseau » 1 et \ deux points 
homologues de deux intervalles opaques voisins, SI et ST deux rayons 
incidents paralleles, i Tangle d'incidence, et r Tangle que font avec la 
normale les rayons diffractes correspondant k une difference de marche 
egale a mX, £ la somme IT d'une ouverture et d'une partie opaque, on 
aura 
(I) mX=IQ-rP=e(sinr-sini). 

En appelant D Tangle que fait le rayon diffracte IR avec le prolonge- 
ment IS du rayon incident, on a 

r=7r — D — I, sinr=:sin(D + i}; 



Digitized by 



Google 



DES LONGUEURS I) O.NDK. 9 

par suite, 

ml-- e[sii)(D -+- i) — sin/] = 2esin - cos f / -}--]■ 

Oq ne rencoDtre plus ici de miuimum de deviatioD. 

Pour trouver la distance de la source virtuelle des rayons diffractes, 
quand les rayons incidents ne sont pas paralleles, soient encore S la 
source de lumiere (y?g. 2), S' la source virtuelle apres la diffraction, 
I el r les angles de la normale au reseau avec le rayon incident SI et 
le rayon diffracte IR; en appelant di et dr les variations des angles i 
et r quand on passe du rayon SIR au rayon Si'R', D et D' les distances 
au r6seau de la source reelle et de la source virtuelle, les deux trian- 
gles Sir et S'lr donnent les relations 
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En differentiant V 


equation (i), on obtient 
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et enfm 












n' = i 


^ cos'r 



cos' I 

Comme Tangle r n*est egal k / que pour la reflexion reguliere, on 
voit que D' n'est jamais egal a D. Si Ton envisage les spectres de dif- 
fraction plus devies que le rayon reflechi rtgulierement, alors r < i, 
et D' > D; la source virtuelle est done ^loignee du reseau par la dif- 
fraction. Quand r > i, c*est-a-dire pour les spectres situes de I'autre 
cote du rayon reflechi, D' < D, la source virtuelle est rapprocliee. 

La formule qui donne la longueur d*onde est alors 



2 . D /. D\ 
X = e— 'Sin - cosi-f- - )• 
m a \ 2/ 

Annates seientifiquet de Vicole Normale sitperieure. Tome IV. 
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Cette niethode, comme on le prevoit facilement, n'est pas susceptible 
<le la meme precision que la premiere. II faut mesurer deux angles i 
et D au lieu d'un seul, ou bien s'astreindre a placer le reseau norma- 
lement; la formule devientalors 

sinl) 

A --- £ > 

m 

et c'est dans ce cas simple que je me suis place. Mais, si le reseau est 
un peu dissymetrique, ce qui a presque toujours lieu, on ne pent faire 
qu'une observation pour chaque raie, ct, comme la source virtuelle 
n'est pas a la meme distance que la source reelle, il faut a cliaque in- 
stant changer le point de la lunette, ce qui peut causer un deplace- 
ment de Taxe optique. Sans doute Texperience a montre que Taxe op- 
tique de la lunette etait sensiblement parallele a I'axe geometrique; 
mais on n'est jamais a Tabri de deplacements accidentels. En outre, il 
s'agissait de rayons ultra-violets dont Tobservation par la photogra- 
phic est longue et penible, le degre d'approximation des nombres 
ainsi obtenus sera done plus faible que pour les rayons lumiiieux. 



Etude des reseaux. 

J*ai eu a ma disposition six reseaux traces sur verre au diamant, et 
tons construits par Nobert. Je designerai par le n^ 1 celui qui m'a servi 
pour mes premieres experiences, et qui appartient maintenant au ca- 
binet de Physique de rEcole Normale. 

L'Association Scientifique, sur Tavis de la Commission de Physique, 
m'a autorise a faire I'acquisition d'un autre r6seau plus fin que le pre- 
cedent et divise sur une plus grande largeur. Ce reseau porte le chiffre 
36oi, qui indique le nombre des traits; je le designerai par le n*" 2. 

Enfin, M. Verdet et M. Jamin ont achete, sur ma demande, pour le 
cabinet de TEcole Polytechnique, quatre reseaux dont les pouvoirs 
dispersifs sont tres-differents, afin de varier autant que possible les cir- 
eonstances des experiences. Tons ces reseaux sontdivises sur la meme 
largeur, et sur chacun d'eux est inscrit le nombre des traits graves. 
Jo designerai par le n^ 3 un reseau contenant i[\o\ traits, par le n° 4 
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uo autre de 1801 traits, n"" 5 un reseau de 1 201 traits, et enfm n^ 6 un 
reseau de 601 trails. 

Qu'ii me soil permis d'exprimer ici toute ma recoDDaissaoce aux 
personnes qui ont bien voulu me fournir les moyens de continuer ce 
travail; je serai heureux si les resullats auxquels je suis arrive leur 
paraissent justifier la hienveillance qu'elies m'ont temoignee. 

Je vais mainlenant etudier chacun de ces differents r^seaux. 

Reseau n*^ 1. 

Dans le Memoire deja cite, j*ai decrit les irregularites de ce reseau, 
en me boriiant au premier spectre de diffraction; mais on prevoit bien 
que dans les spectres suivants il se presentera des phenomenes analo- 
gues. C'est ce qui a lieu en effet, et les spectres dissymetriques se re- 
produisent avec une periodicite remarquable. Je vais completer ici la 
description de cet instrument, bien que je ne m'en sois plus servi, 
parce que les memes particularites se rencontreront a un degre moins 
marque dans d'autres reseaux de la serie. Supposons done [Jig, 3) le 
reseau place normalement sur la direction des rayons incidents SI que 
nous supposerons paralleles, la face striee etant tournee vers la lu- 
nette (*), et recevons les faisceaux diffractes sur une lentille conver- 
gente. Les spectres reguliers se forment au foyer principal de la lu- 
nette, ils sont done tons sur une circonference AA' ayant pour centre 
le reseau et pour rayon la distance RI au foyer principal de la lunette; 
ilssetrouvent doncen a, ai,a2,... vers la droite, et en a', a'j, aj,... vers 
la gauche. Dans la region (^u premier spectre regulier de droite, nous 
avons vu qu'il existe aussi deux autres spectres ]3 ct 7 plus voisins de 
Tobjectif; menons par ces points deux circonferences BB' et CC con- 
centriques a la premiere. De meme, par les points /3' et 7', ou se trou- 
vent les spectres irreguliers de gauche, menons deux autres circonfe- 
rences B,B', , C|Cj concentriques aux precedentes. 

Observons maintenant dans la region dudeuxieme spectre vers la 
droite, nous y trouvons trois images «,, /3|, 7, disposees de la meme 



(*) Dans loutes les experiences il faiit supposer que le nombre de Iraits marqu^ est en 
haul de la lame, de sorte qu*il n*y a jamais ^uivoque sur la situation du reseau, quand on 
indique de quel cM se trouve la face stri^. 

2. 
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maniere que les images 0*, |3', 7' du premier spectre de gauche. Plus 
loin, les images du troisieme spectre, a^, ^2f 7a9 ressemblent a celles 
du premier spectre de droite et a celles du deuxieme spectre de gauche 
a',, ]5', , y\, et ainsi de suite, comme on le voit sur la figure. 

Tous les spectres de rang impair se ressemblent; de meme tous les 
spectres de rang pair donnent une serie d'images semblables entre 
elles. De plus, tous les spectres de rang impair situes a droite ressem- 
blent aux spectres de rang pair.situes k gauche, et inversement. 

Enfin, il est a peine utile d'ajouter que si on tourne le reseau de 
iSodegres, les phenomenes deviennent symetriques des precedents 
par rapport a la direction des rayons incidents; les nouvelles images 
de droite ressemblent a celles qui etaient a gauche dans le cas prece- 
dent. En outre, les spectres de reflexion sont symetriques, par rapport 
au plan du reseau, des spectres de transmission correspondants. 

Les faces de la lame sur laquelle le reseau est trace ne sont pas bien 
planes ni p^rall^les, Tarete du biseau qu'elles forment n'est meme pas 
parallele aux traits; ce biseau produit dans un plan perpendiculaire aux 
traits une deviation d'environ 1 5 secondes. C'est probablement dans ces 
defauts du verre qu'il faut chercher rexpliciition des spectres irregu- 
liers. 

Reseau n° 2. 

Ce reseau est plus dispersif que le precedent; la deviation minimum 
(le la raie D dans le premier spectre est d'environ 18 degres. On y ren- 
contre encore quelques irregularites plus faibles. 

Dans la region du premier spectre, il y a trois images, dont deux ^ont 
au point en meme temps, et peu eloignees Tune de Tautre; la troisieme 
estisolee, et on peut bien Tobserver, mais elle correspond a un spectre 
dissymetrique, et, pour mesurer le double de la deviation minimum 
d'une raie sans changer le point de la lunette, il faut avoir soin de 
retourner le reseau face pour face. 

On verifie facilement dans ce reseau la similitude des spectres de 
rang pair et celle des spectres de rang impair. De meme les spectres de 
rang pair situes a droite ressemblent aux spectres de rang impair 
situes a gauche, et inversement. 

Les faces de la lame de verre ne sont pas encore paralleles, raiete 
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(Ju prisme qu'elles forment est presque perpendiculaire aux traits, et, 
dans un plan perpendiculaire aux traits, elles nc produisentpas de de- 
viation sensible. La courbure de ces faces est faible, mais appreciable. 
Le groupe b de raies obscures du spectre solaire est fortne, comnie 
on sait, de trois raies qui appartiennent au magnesium. J'ai toujours 
designe par b la raie la plus refrangible de ce groupe. Cette raie pa- 
rait simple en general, mais dans le deuxieme spectre du reseau dont il 
est ici question, cette raie b est nettement dedoublee, et, dans ce cas, 
j'ai applique la leltre 6 a la raie la plus refrangible de ce petit groupe. 
Dans ce meme spectre, les deux raies D et D' sont eloignees d'environ 
a' 3"; cela donne une idee de la dispersion exceptionnelle que Ton pent 
obtenir. Pour arriver a une pareille dispersion de ces deux raies avec 
les spectres de refraction, il ne faudrait pas moins de cinq prismes de 
sulfure de carbone. 

Reseau n° 3, 

Dans la region du premier spectre de ce reseau, on trouve deux 
images distantes d'environ lo on i5 secondes, et on n'y rencontre pas 
de phenomene susceptible d'une observation precise. 

Au contraire, le deuxieme spectre est d'une purele tout a fait inat- 
tendue et vraiment remarquable. La deviation minimum de la raie D 
est d'environ q4''6'» et la raie b y est dedoublee; de plus, il n'y a 
presque pas de cbangement de point quand on passe.de I'experience de 
droite a celle de gauche, de sorte que les mesures comportent une 
ires-grande exactitude. 

Les faces de la lame de verre n*ont qu'une courbure tres-faible; elles 
forment un biseau dont I'arete est a peu pres parallele aux Iraits, et 
produivsenl une deviation d'environ 7 secondes. 

Reseau n** 4. 

Ce reseau est le plus parfait de tons ceux que j'ai eus a ma disposi- 
tion, les trails vus au microscope sont d'une regularite et d'une perfec- 
tion telles, que des opticiens habitues a ce genre de travail les ont 
trouves extraordinaires. Les spectres «ont tres-purs; aussi c'est le reseau 
dont je me suis servi le plus souvent, en observant aulant que possible 
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ie deuxiem^ spectre, pour avoir une plus grande dispersiou. La devia- 
tion minimum de la raie D est d'environ 8^ Sn' dans le premier spectre, 
et de i8^ i' dans le deuxieme spectre. 

II y a ceftendant une faible dissymetrie. Quand la face striee est 
tournee vers la lunette, le premier spectre de droite est un peu plus 
faible que celui de gauche, et il y a un petit changement de point dans 
la lunette; mais ces differences sont minimes et ne nuisent pas a la pre- 
cision des mesures. 

Les faces de la lame de verre sont sensiblement paralleles, mais un 
peu courbes. 

Reseau n^ 5. 

Ce reseau est encore bon. Je ne I'ai pas souvent employe parce qu'il 
fallait recourir aux spectres de rang eleve pour obtenir une grande de- 
viation. Or, les spectres eloignes ne sont pas favorables pour des me- 
sures precises, car les raies y perdent toujours un peu de leur nettete, 
meme avec des sources de lumiere monochromatiques. 

La lame de verre produit a peine une deviation de 4 secondes, et les 
faces paraissent bien planes. 

Reseau n^ 6. 

Dans ce dernier reseau il n'y a pour chacun des spectres qu'une 
image parfaitement reguli^re, sans changement de point, mais les dif- 
ferences d'intensite sont Ires-grandes. Ces differences d'eclat suivent 
une loi reguliere que Ton peut voir a Tinspection du tableau qui suit : 





FACE STRIDE 


FACE 


STRI^K 




vers la lunette. 


vers le collimateur. 




Gauche. 


Droite. 


Gauche. 


Droite. 


i*^ spectre . . . 


Faible. 


Brillant. 


Brillant. 


Faible. 


a* spectre . . . 


Faible. 


Brillant. 


Brillant. 


Faible. 


3* spectre . . . 


Brillant. 


Faible. 


Faible. 


Brillant. 


4* spectre . . 


Brillant. 


Faible. 


Faible. 


Brillant. 
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C'est un reseau que j'ai peu employe, a cause de sa faible dispersion. 
La lame de verre produit une deviation d'environ 7 secondes, el la 
courbure des faces est appreciable. 

Longueurs d'onde des raies obscures du spectre solaire, 

J'ai repris Tetude du spectre solaire avec les cinq derniers reseaux, 
et je resume dans quelques tableaux les resultats des experiences qui 
ont ete faites dans les meilleures conditions. Je n'ai rien a ajouter sur 
la description des experiences. Quand le reseau etait regulier, j'obser- 
vais la deviation minimum d'une mdme raie, a droite et a gauche, en 
laissant la meme face tournee vers le colljmateur. Quand les pheno- 
menes etaient irreguliers^ j'observais en retournant le reseau, comme 
je Tai deja ditt et en me mettant a Tabri de Terreur causee par le biseau 
des faces. Toutefois, j'ai souvent neglig6 de faire cette derniere cor- 
rection, car elle est insignifiante. En effet, si les deviations des diffe- 
rentes raies varient entre 1 5 et 25 degres, par exemple, et que la devia- 
tion causee par le biseau soit de 10 secondes, il est clair qu'en retran- 
chant 10 secondes a toutes les deviations les rapports des sinus de ces 
differents angles seront a peine alteres par le cinquieme chiffre signi- 
ficatif. Leserreurs experimentales portent quelquefois sur le quatrieme 
chiffre; la correction dont il s'agit est done souvent superflue. 

J'ai mesure avec soin les deviations de la raie D, non-seulement pour 
chaque reseau, mais pour chaque serie d'experiences relatives a un 
meme reseau, et les rapports de longueurs d'onde ont ete calcules dans 
chaque serie a I'aide de la mesure de la raie D correspondante. Cette 
precaution parait indispensable pour plusieurs raisons : 

i'' On se met ainsi a Tabri d'une erreur accidentelle commise sur 
une mesure unique, erreur qui aflecterait tous les rapports. 

2** Si TexcentVicite de la face striee a une influence, cette influence 
se fait sentir a peu pres de la meme maniere sur toutes les raies, et 
disparait dans les rapports, comme on Ta vu. 

3** Quand la temperature varie entre les limites ordinaires, les dis- 
tances des traits du reseau changent et modifient les deviations, sans 
que les rapports des sinus soient alteres. Cette influence des variations 
de la temperature est parfaitement appreciable. 
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EnBn , dans tons les tableaux qui suivent, je ne donne que les lon- 
gueurs d'onde calculees dans chaque serie d'experienees, sans rappor- 
ter les deviations elles-memes. Ces nombres compliqueraient beaucoup 
les tableaux inutilement. Tai d'ailleurs indique la grandeur des devia- 
tions pour les principaux reseaux; eomme la largeur de la couche striee 
est la meme dans les cinq derniers, le nombre des traits indiquera suf- 
fisamment Tordre de la dispersion pour les cas oil je ne I'ai pas donne 
explieitement. 

J*ai fait peu d'experiences nouvelles sur les raies de la region ultra- 
violette; le spectre ultra-violet de la lumifere solaire a dans les prismes 
une etendue a peu pres egale k celle du spectre lumineux, et Tintensite 
devient tres-faible a partir de la region moyenne. J'ai obtenu avec les 
vapeurs metalliques des spectres bien plus etendus et des raies plus in- 
tenses. Les mesures sont alors plus faciles; il y a done avantage a rem- 
placer, pour cette region, Tetude du spectre solaire par celle de raies 
metalliques bien definies; je reviendrai plus loin sur ce sujet. 

Yoici les resultats relatifs aux raies obscures du spectre solaire : 











ROSEAU N 


2^ 


V 






RAIES. 


POUR l'oBSERVATION de DROITEf LA FACE STRIDE EST TOURNEE VERS 


MOYENNE. 


le 


It 
lanette. 


u 

Ittoelte. 


le 
conimeteur 


laoette. 


le 
colllmelear. 


le 
colUmeleur. 




1*' spoclre. 


!•' spectre. 


f spectre. 


l" speetre. 


1* spectre. 


r spectre. 


f spectre. 




B 


0,68654 


0, 68655 


0,68649 


0, 68658 


9 


» 


0,68054 


0, 68655 


C 


o,65Co7 


o,656o9 


o,<656o2 


o,656o6 


o,656o7 


» 


0, 65602 


o,656o5 


7 


» 


» 


0,62755 


0,62754 


0,62753 


» 


» 


0,62754 


D' 


0,58938 


0,58945 


0,58945 


0,58943 


0,58940 


0,58938 


0,58938 


0,58941 


E 


0,52(178 


0,52684 


0,52672 


0,52685 


0,52683 


0,52682 


0,52674 


0,52680 


b^(^) 


o,5i8i3 


0,51820 


» 


» 


B 


» 


» 


o,5i8i7 


b 


x> 


» 


o,5i652 


o,5i66i 


o,5i657 


0,5(657 


(y,5i653 


o,5i656 


F 


0,48595 


0,48592 


0,48596 


0,48597 


0.48598 


» 


o,486o3 


0,48597 


G 


0,43064 


B 


» 


» 


» 


J) 


» 


0,43064 


( ' ) rai appele y uno beUe raie facile a reconnallre entre D et C. 


(') La moins rerran^ible du groupe h. 



Toutes ces experiences ont ete faites avec retournement du reseau. 
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RBSBAU I<^ 3. 





PAGE STRIDE TOURN^E VERS 


• 


BAIES. 






MOYBNNE. 


le colllmalMr. 


U laaelle. 


. B 


0,68661 


» 


0,68661 


c 


0, 66609 


» 


o,656o9 


D' 


o,5894!i 


0,5894a 


0,5894'^ 


£ 


o,5a68i 


0,52680 


0,52680 


h 


o,5i66o 


o,5i653 


o,5i656 


F 


o,486oift 


0,48606 


0,48604 


G 


0,43070 ^ 


0,43076 


0,43073 



Experiences failes sans retournement, et observation du deuxieme 
spectre, puisque le premier est impur. 



RiSEAU f^ 4. 





FACE STRIDE 


FACE STRIDE 






▼ers la lunette. 


vers le collimateur. 




HAIES. 








JHOYENNE. 


1" •p«olre. 


I* »peclre. 


V spe«lre. 


!• ipeclrt. 


8* spectre. 


V •peclre: 


B 


0,6867a 


0,68668 


n 


B 


» 


» 


0,68670 


C 


0,66624 


o,656o9 


n 


0,66698 


» 


» 


0,66611 


7 


0,62780 


0,62753 


» 


» 


j» 


» 


0,62766 


D' 


» 


0,58939 


0,58935 


0,68934 


0,68943 


0,68940 


0,68938 


E 


0,52664 


0, 52683 


0,52679 


0,62671 


0,62677 


0,62679 


0,62676 


b" 


0,51829 


o,5i8i7 


0,51822 


0,61810 


o,5i8i8 


0,61822 


0,61820 


b 


» 


» 


» 


0,61648 


0, 61666 


0, 61666 


o,6i653 


F 


0,48616 


0,48599 


0,48692 


» 


» 


» 


0,48602 


G 


0,43088 


o,43ioi 


0,43091 


9 


B 


)) 


0,43093 



Ces experiences ont ete faites sans retourneoient. Les nombres de la 
premiere colonne sont les plus discordants; ils proviennent du premier 
spectre oil la deviation etait trop faible. 

jinnales scientifques de Vtcole Normale siiperieure. Tome IV. 3 



Digitized by 



Google 



)8 



nKCHERCHKS SUA LA DETRRMIKATIOH 



RAIBS DU SPECTRE SOLAIRB ULTRA-VIOLET. 





RiSBAt 


N« 3. 


R^EAl 


w" 4. 




RAIES. 




1* Bpectre 


_ -- 


t' spectre 


MOYENNK. 




r Bpeclre. 


de rMeiion. 


r ipectre. 


de riOexloD 




11 


0,39664 


» 


0,39677 


» 


0,39671 


L 


0,38194 


» 


0,38214 


» 


0,38204 


M 


0,37287 


0,37267 


0,37284 


0,37262 


0,37280 


N 


0,35795 


o,358io 


0,35766 


0,35784 


0,35789 





0,34433 


0,34389 


0,34387 


0,34378 


0,34397 


P 


o,3366o 


0,33617 


0,33579 


0,33597 


o,336i3 





o,33o65 


o,3'>954 


0,32780 


0,32880 


0,32919 



L'accord n'est pas aussi satisfaisant que pour les rayons lumineux; 
les deviations sont en effet plus faibles, les spectres moins intenses, et 
!e procede de mesure moins precis. 

J'ai consulte ces difTerents tableaux et compare autant que possible 
les circonstances plus ou moins avantageuses des diverses experiences 
pour decider quels sont les nombres qui les resument avec le plus de 
probabilite. Ces nombres ne sont pas la moyenne des moyennes obte- 
nues'avec les differents r^seaux, ni la moyenne de toutes les expe- 
riences. En effet, on ne doit pas attribuer la meme importance a deux 
scries d'experiences dont Tune parait inferieure a quelque point de 
vue; ainsi je n'hesite pas a sacrifier la premiere colonne des resultats 
obtenus avec le n^ 4, a cause de la petitesse des deviations. De meme, 
il pent y avoir des experiences particuli^res centre lesquelles on doit 
se mettre en garde; ainsi la moyenne des valeurs obtenues avec le re- 
seau n° 4 pour la raie D' parait inexacle, car les resultats isoles sont 
trop discordants. 

Pour cette raie D' j'ai consulte aussi des experiences nombreuses 
faites avec la lumiere monochromatique du sodium. En pla^ant du sel 
marin fondu dans le dard d'un chalumeau k gaz tonnants, on obtient 
une lumiere tres-eclatante, et, si la quantite de sel est assez grande, on 
rerwerse tres-facilement les deux raies D et D'. L'observation de ces 
raies renversees est plus precise que celle des raies brillantes. 
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De meine, pour les rates b" et b j'ai tenu compte des experiences 
faites avee le magoesium, experiences dont il sera question plu9 loin. 

Enfin, pour toutes les autres, j'ai fait entrer en ligne de compte les 
nombres obtenus avec le reseau n° 1 , et consignes dans mon premier 
Memoire. Les resultats definitifs me paraissent etre les suivants, et je 
ne crois pas aller au delk de Texperience en assignant k ces nombres Ic 
degre d'approximation indique dans la colonne voisine. 



RAIES 


LONGUEUnS 


DEGR^ 


RAIES. 


LONGUELRS 


DEGR^ 




d*oiMle. 


d'approxImaUoo. 


d'oDda. 


d'approxIoMlton 


B 


0,68666 


o,oooo5 


G 


0.43076 


o,oooo5 


C 


0,66607 


0,00002 


H 


0,39672 


o,oooo5 


7 


0,62754 


o,oooo5 


L 


0,38201 


o,oooo5 


D' 


0,58943 


o,uoooa 


M 


0,37284 


o,oooo5 


D 


o,5888 


accept^. 


N 


0,35795 


o,oooo5 


E 


o,5a679 


0,00002 





0,34400 


0,00010 


// 


0,51820 


o,oooo3 


P 


o.33Go5 


0,00010 


h 


o,5i655 


0,00002 


Q 


0,32870 


o,ooo5o 


F 


o,485t)8 


0,00004 


R 


0,31775 


0,00100 



Raies des lumieres artijicielles . 

Tai choisi parmi les sources de lumiere artificielle quelques-unes 
de celles qui pr^sentent les raies les plus brillantes et les plus faciles a 
obtenir. Mes experiences ont porte sur les principales raies des sub- 
stances suivantes : 

Hydrogene, Magnesium, 

Lithium^ Argent, 

Calcium, Zinc, 

8lronlium, Cadmium. 

Raies de Vliydrogene. 

L'hydrogene incandescent a deux raies tres- brillantes, une rouge 
et une bleue, que Ton observe facilement en faisant passer des etin- 
celles d'induction dans un de ces tubes a gaz rarefies connus sous le 

3. 
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noin de tubes de Geissler. Si le tube presente une partie etranglee, 
reiincelle y prend un grand eclat, et on peut s'en servir utilemeht 
dans plusieurs experiences de physique. Les indices de refraction de 
ces deux raies dans le spectre ordinaire du spath d^Islande sont : 



RAIBS. 


INDICES. 


Rousre 


1 ,6545o 
1,66797 


Bleue 





Raies des nietaux alcalins. 



Pour oblenir les raies du lithium, du calcium et du strontium, it 
suffit de placer dans le dard du chalumeau, avec une allumette en bois, 
un peu d'un sel quelconque : ce sont les chlorures qui conviennent le 
mieux. J'ai observe les raies rouges, orange et bleue du lithium, et les 
raies bleues du calcium et du strontium. Yoici les indices de ces 
raies (*) : 



RAIBS. 


INDICES. 


™™ IS;:: 

Calcium bleue. .. 

Strontium bleue... 


1,65398 
1,67145 
1,6779a 
1,67167 



Raies des autres mStaux. 

Pour produire les raies des vapeurs metalliques avec un eclat suffi- 
sant, j*ai renonc^ a Temploi de la lumiere electrique alimentee par une 
pile de 4^ elements; chacun sail combien il est difficile de faire une 

(*) Tous ces indices ont M d^terroin^s pendant I'hiver dans une cave de ]'£cole Normalv 
ou la temperature 6tait sensiblement de 12 degr^ et \ariait trto-peu. 
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serie d'experiences dans de pdreilles conditions. Je suis arrive a des 
resultats bien meilleurs en imitant une methode deja employee par un 
grand nombre de physiciens: c'est de faire passer une etincelle d'in- 
duclion entre deux fils du metal que Ton veut etudier. Pour qu'une 
pareille etincelle puisse donner des spectres de diffraction assez in- 
tenses, il faut employer une bobine d*induction puissante et mettre 
les extremites du fil induit en relation avec les armatures d'un grand 
condensateur. Cette disposition, imaginee par Van der Willigen, 
raccourcit les etincelles, mais leur donne un eclat considerable. 

La machine d'inductiou dont je me suis servi a ete construite par 
M. RuhmkorfT; elle a 5o kilometres de fil induit. Je la faisais marcher 
avec 6 elements Bunsen, grand modele; j'employais comme condensa- 
teur une bombonne a peu prfes spherique en verre brun, de ^o a ^5 litres 
de capacite, revfitue d'etain k I'interieur et a Texterieur. 

Je designerai les differentes raies d'un metal par des numeros d'ordre, 
en commen^ant par le rouge; j*indique en meme temps la couleui* de 
ces raies. Voici celles qui ont et6 observees : 

MAGNiSIUM. 



RAIES. 


INDICES. 


Verles 2(b') 

3(^) 

Bleue 4 


1, 66431 

1,66449 
1, 6^32 1 



Cos trois raies 6, b\ b'* forment le groupe h du spectre solaire. 

ARGENT. 



RAIB8. 


INDICES. 


Vertes 1 ' 

2 


1,66171 

i,664o5 
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zmc. 



RAIES. 


INDICES. 


Rouge 

Vertes 

Bleues 


1 

a 

::::::;:: 

5 

6 


1 ,6555.* 
1,66711 
I ,667^3 
1 ,66853 
1,66969 
1 ,67025 



Toules ces raies du zinc sont tres-brillantes. Les raies a et 3 pa- 
raissent avoir une certaine largeur; il est difficile de les observer avec 
precision. 

Le cadmium a aussi de tres-belles raies lumineusefi; je les indiquerai 
pliisloin avec les autres raies de ce metal, dont j'ai fait une etude plus 
complete. 

Spectre ultra-violet du cadmium, 

Dans un Memoire important sur la transparence photo graphique des 
differents corps (*), M. W.-A. Miller a montr6 que les spectres obtenus 
ainsi avec Tetincelle d'induction s'etendent beaucoup plus loin que le 
spectre solaire ultra-violet, et il a donne un grand nombre de dessins 
representant les spectres de difTerents metaux obtenus par la photogra- 
phic. Ces spectres sont en effet tres-^tendus, mais assez imparfaits; 
M. Miller reproduisait un spectre tout entier en une seule epreuve, de 
sorte que plusieurs regions n'etaient pas au point. En outre, Tappareil^ 
dont il s'est servi ne permettait pas d'obtenir des images tres-pures. 

J'ai repris cette question en me servant de Tappareil et des precedes 
decrits dans mon premier Memoire. La lunette et le coUimateur sont 
en quartz, les tubes ont ete modifies de facoh a permettre des varia- 
tions de foyer considerables, et je reproduis les spectres a Taide de 
Toculaire photographique. 

Tai etudie ainsi, dans le spectre ordinaire du spath d'lslande, les 
raies ultra-violettes de plusieurs metaux : le magnesium, le zinc, Tar- 



(•) Plnl'Ksnphirfil Trnn.savti.tns^ 1862. 
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gent et le cadmium; on peut mesurer ces raies avec une precision de 
m^me ordre que 8*il s'agissait de rayons lumineux. Pour donner une 
idee de Famplitude considerable des spectres, il me sufiira de dire que 
j'ai obtenu avec Pargent un spectre ultra-violet dont I'etendue angu- 
laire est de ai degris» avec un prisme de spath dont Tangle refringent 
est de 60 degree, dans lequel la dispersion du spectre lumineux est peu 
superieure a 3degr^s; c'est done pour le spectre ultra-violet une eten- 
due six fois plus grande. On peut de meme, par des tatonnements me- 
thodiques, mesurer les longueurs d'onde de ces rayons tres-refrangibles 
a Taide des spectres difTract^s par reflexion. 

Je ne rapporterai ici que le spectre ultra-violet du cadmium, parce 
que c'est le seul dont j'ai mesure les longueurs d'onde; il est dessine 
fiS* ^\ (*)' ^^^ experiences sont tres-penibles; il faut douze ou quinze 
epreuves photographiques pour reproduire avec precision un spectre 
tout entier, et, quand on veut faire une mesure, il faut plusieurs 
epreuves d'essai pour amener le reticule au voisinage de la raie cher- 
chee. On comprendra done que je me sois borne a Tetude complete du 
cadmium, qui presente les raies les plus intenses. Joici le tableau des 
diflerentes raies de ce metal : 



RAIES. 


INDICES. 


BAIES. 


INDICES. 


Rouge 1 


i,655i3 


12 


t, 70779 


1 


1,66^43 


l3 


I, 71384 


Verles.... 3 


i,66a8i 


14 


1,7:^338 


4 


I ,66529 


i5 


1,73067 


Bleues.... \ ^ 


1,66864 


16 


1. 7331a 


i g 


1,67028 


»7 


f,74i6o 


Violet le.. 7 


1,67429 


18 


1,76078 






19 


1,76326 


Spectre ull 


ra -violet. 


.20 


», 77499 






21 


1,78382 


8 


1 ,68269 


22 


1,80096 


9 


1,69349 


23 


1,80247 


10 


1,69827 


^4 


I,8i3i5 


II 


1,70103 


25 


1,82460 



(*) La raie 8 de ce dessin parait due ^ Fair; elle se relrouve dans les spectros oblenus 
avec d'aulres m^taux. 
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Les raies a et 3 ressemblent aux raies a el 3 du zinc; dies sont tres* 
voisines et paraissent avoir une cerlaiue largeur; il est difficile de les 
mesureravec precision. 

Les indices des raies du thallium, du bismuth et de Tetain observees 
dans mon premier Memoire sont les suivants : 



RAIBS. 


INDICES. 


Thallium verte... 

Bismuth bleue... 

£tain bleue . . . 


1,66285 
1,66980 
I, 67263 



Longueurs d'onde des raies briUanles. 

Voici mainlenant les resultats de la mesure des longueurs d'onde de 
ces differentes raie^ : 

HtDROGfiNE. 

RBSBAU V^ 4. 



RAIES. 


l'*^ SPECTRE. 


2' SPECTRE. 


3* SPECTRE. 


MOYENXES. 


Rouse 


o,656i8 
0,48606 

4 experiences. 


0,656i6 
0,48606 

4 experiences. 


o,656i5 
1 experience. 


0, 65617 
0,48606 


Bleue 





Ces deux raies de Thydrogenesontindiquees par plusieurs physiciens 
comme co'incidant avec les raies C elF du spectre solaire, les longueurs 
d'onde determinees directement ne different en effet que de 5^00^ 
eette difference pent etre parfaitement attribuee aux erreurs d'expe- 
rience, car les raies de I'hydrogene, malgre leur eclat, ne sont pas 
aussi faciles a observer que les raies obscures du spectre solaire. 
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LITHIUM, GALCnnf. 

ROSEAU N"* 4. 



RAIBS. 


l*'^ SPECTRE. 


a' SPECTRE. 


3" SPECTRE. 


MOYENNES. 


Lithium rouge. .. 

Calcium — bleue 


0,67067 

o,4aa63 


0,67063 
0,4^248 


0,67061 

» 


0,67067 
0,42266 


STRONTIUM. 


RAIE. 


I*' SPECTRE. 


a* SPECTRE. 


3'sPBcniB. 


4^ SPECTRE. 


5' SPECTRE. 


MOTENNE. 


Bleue.. 


0,46048 


0,4607a 


0,46068 


0,46076 


0,46075 


0,46068 



MAGNfiSIUM. 



RAIES. 



Verles. . < a 

I 3 

Bleue ... 4 



RlfcSEAU N^ 2. 



t* spectre, l" spectre. 



0,61818 

I) 
0,61662 

0,44797 



0,61820 

» 
o, 61660 
0,44800 



R^EAU N^ 3. 



t* speetre. 1* spectre. 



0,61816 

» 
0,61648 
0,44786 



0,61824 

» 
0,61666 
0,44794 



RlfcSBAU N° 4. 



1" spectre, t* spectre. 



0,61828 

D 
0,61667 
0,44796 



0,61818 
0,61706 
0,61662 
0,44794 



MOTBNNBS. 



0,61820 
0,61706 
0,6l663 
0,44795 



Jnnaies tcientifiques de tEcole NormaU supirieure. Tome IV. 



Digitized by 



Google 



26 



RECHERCHES SUR LA DJ^TERMIHATIOH 



ARGENT. 



RAIBS. 



Vertes 



•u 



B^SEAU V? 2. 



1" spectre. 



0,54633 
0,52069 



1" speelre 



0,5463 I 
0,52069 



f" spectre 



0,54624 
0,52058 



ROSEAU if 3. 



t"fpcctre. rspeetce. 



0,54636 
o , 52070 



0,54627 
0,52062 



ROSEAU Jf 4. 



r epeotre. f spaclre, 



0,54639 
0,52069 



0,54639 
0,52076 



o, 54633 
0,52067 



ZINC. 



RAIES. 


B^BAU N^ 2. 


R^SAU N"" 


3. 


R^BAU N"" 4. 


MOYENNES 


1" spectre. 


l"* spectre. 


f spoclro. 


r spectre. 


I'opectrd. 


r spectre. 


fspectr«. 


Rouge. . 1 

2 

Vertes.. 3 
4 

Bleues.. j^ 


0, 63610 

» 
0,48092 

0,47*05 
0,46785 


0,636l4 

9 

» 
0,48089 


9 
9 
9 

0,48090 
0,47*08 
0,46783 


o,636o2 

» 

9 
0,48079 
0,47*00 
0,46780 


o,636o4 

9 

9 
0,48091 
0,47210 
0,46788 


o,636o5 
0,49*32 
0,49105 
0,48088 

0,47*04 
0,46782 


o,636o8 o,636o7 
9 0, 49232 
9 0,49105 
0,481090,48090 
0,472250,47206 
0,46807 0,46784 



CADMIUM (rales laminenses) 





ROSEAU If 2, 


R^BAU N° 3. 


R^EAU N*" 4 




HAIBS. 


l*'spectM. 


1" spectre. 


ripeclre. 


r speotro. 


V spectre. 


1" spectre. 


r spectre 




Rouge . . 1 


9 


9 


9 


0,64370 


0,64370 


0,64367 


0,64372 


0,64370 




2 


» 


9 


9 


0,53775 


0,53771 


9 


0,53766 


0,53771 


Vertes . . 


3 


J) 


9 


9 


0,53371 


0,53364 


0, 53365 


0,53363 


0,53363 




4 


o,5o852 


o,5o84i 


0,50829 


0, 50846 


o,5o839 


o,5o849 


0, 50845 


o,5o844 


Bleues . . ^ 


0,47984 


0,47981 


9 


0,47986 


0,47977 


0,47998 


0,47994 


0,47986 


0,46771 


9 


9 


0,46765 


0,46757 


0,46761 


0,46773 


0,46765 


Violette . 7 


0, 44134 


9 


9 


0,44145 


9 


0,44166 


o,44i35 


0,44145 
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CAOMnJM ( rales nltra-Yiolettes ) . 

R^BAU N° 4. 
Premier spectre, — Riseau perpendiculmre sur ies rayons incidents. 



RAIES. 


PAR TRANSMIS- 
SION. 


PAR REF 
0,39856 


tEXION. 


MOTENNES. 


8 


» 


» 


0, 39856 


9 


o,36o35 


0,36087 


o,36io5 


0,36075 


lO 


o, 34639 


o,3465i 


n 


0,34645 


11 


0,34029 


0,34023 


0,34047 


o,34o3o 


la 


0,32875 


j» 


» 


0,32875 


17 




0,27421 


0,27447 


0,27434 


i8 




0,2574a 


0,25730 


0,25735 


23 




0,23226 


o,23i4o 


o,23i83 


a4 




B 


0, 22656 


0, 22656 


a5 




» 


0,22171 


0,22171 



L'accord des experiences que renfenne le dernier tableau est moins 
satisfaisant que dans ceux qui precedent, il n'y a pas lieu de s'en eton- 
ner; toutefois Terreur semble porter seulement sur le qualrieme chiffre, 
excepte pour Ies trois dernieres raies, oil le troisieme chifPre n'est 
qu*approche. 

On peut reinarquer que la longueur d'onde diminue tres-lentement, 
malgre Ies variations considerables des indices. Comme la longueur 
d'onde de la raie A est environ igale a 0,76, et que la derniere raie 
observee du cadmium a pour longueur d'onde 0,23, on voit que Ies 
radiations accessibles aux mesures exactes ferment presque deux 
octaves. 

Je vais r^sumer dans un tableau general Ies resultats de toutes ces 
experiences, en tenant compte de celles qui ont dejh ete faites avec le 
reseau n^ 1, et rapportees dans mon premier Memoire. J'indique aussi 
pourcbaque raie le degr^ d'approximatiun auquel elle me parait de- 
terminee. 

4. 
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SUBSTANCES. 



RAIES. 



Htdrog^ne . 



Lithium . 



Calcium. 



Strontium. 



Thallium. 



Magn^ium . 



Argent. 



Bismuth. 



£tain. 



Rouge. 
Bleue . 



Rouge. 
Bleue . 



Bleue . 



Bleue . 



Verte. 



Verles . 



Bleue . 



Verles. 



Bleue. 



Bleue. 



Zing. 



\ 



Rouge. . 
Verles . 



Bleues . . 
Violelles. 



Cadmium. 



j Rouge 1 

Verles j 3 

( 4 

1 1 



Ultra-violettes. 



I 

3 

4 
5 
6 

7 
8 

9 
10 
II 
la 

'I 
18 

23 

a4 

25 



LONGUEUR 

d'onde. 



o,656i7 
0,48606 



0,67057 
0,4^02^ 



Ofi^^SS 



0,46068 



0,53488 



o, 51820 
0,51706 
o,5i655 
0,44795 



o, 54635 
0,52071 



0,47212 



0,45233 



o,636o7 
0,49232 
0,49105 
0,48090 
0,47206 
0,46785 



0,64370 
0,53771 
0,53363 
o,5o844 
o,479»6 
o , 46765 

0.44^4^ 
0)39856 
0,36075 
0,34645 
o , 34o3o 
0,32875 
0,27434 
0,25742 
o,23i83 
o , 22656 
0,22171 



DEGRi 
d'approximation . 



0,00010 
0,00010 



o,oooo5 
0,00010 



0,00010 



0,00010 



o,oooo5 



0,00002 
o,oooo5 
0,00002 
o,oooo3 



o,oooo3 
o,oooo3 



o,oooo5 



o,oooo5 



o,oooo3 
0,00008 
0,00008 
o,oooo5 
o,oooo3 
.o,oooo3 



o,oooo3 
0,00008 
0,00008 
o,oooo3 
o,oooo5 
o,oooo5 
o,oooo5 
0,00010 
0,00020 
0,00010 
0,00010 
0,00020 
0,00020 
0,00020 
o,ooo3o 
o,ooo5o 
0,00100 
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Longueur d'onde de la rate D. 

Dans tout ce qui precede j'ai adopte» pour lougueur d'onde de la 
raie D, le nombre o,5888 qui a ete deduit des experiences de Frauen- 
holer. Mon but principal n'etait pas de determiner les longueurs d'onde 
en valeur absolue; mais comme mes experiences fournissent un moyen 
facile de controler la valeur adoptee pour la raie D, je n'ai pas cru 
devoir le passer sous silence. 

N. Dumoulin, successeur deM. Froment, s*est mis pour cela a ma 
disposition avec une extreme obligeance. II a construit deux micro- 
metres sur verre, Tun avec la grande machine a divisor de M. Froment, 
I'autre avec une petite machine qui sert a diviser de petites longueurs. 
Ges deux micrometres, superposes et examines au microscope, ont ete 
trouves parfaitement identiques, ce qui montre que les deux vis micro- 
metriques sont exactement rapportees a la meme unite. 

Les micrometres etant plus larges que la couche striee des reseaux» 
on plagait un micrometre sur un reseau et on trouvait facilement la 
largeur de ce dernier en observant quelles divisions co'incidaient avec 
les traits extremes du reseau. 

Les mesures ont porte sur les reseaux designes par les n^' 1,3,4, 5, 6, 
et elles ont ete faites k la temperature de i5 ou i6 degres centigrades. 

II a fallu verifier d'abord si le nombre des traits de ces difTerents 
reseaux etait bien exactement le nombre indique par le constructeur. 
Pour le reseau n° 1 j'ai pris la peine de compter tons les traits, comme 
je Tai dit dans mon premier Memoire, et deux experiences m'ont donne 
le meme nombre tiSig. II y a done 25i8 intervalles. M. Dumoulin a 
compte les traits du reseau n" 6, et verifie que le nombre 6oi est exact. 
Au lieu de compter les traits des autres reseaux, ce qui eut ete tres- 
penible, on superposait les deux reseaux 5 et 6, les faces striees en 
regard Tune de Tautre, et, en les examinant au microscope, on faisait 
coincider les premiers traits; on observait alors que les traits etaient en 
coincidence de deux en deux, et que les deux series s*arretaient en 
meme temps. II en resulte que les deux reseaux ont exactement la 
meme largeur et que le reseau n^ 5 contient bien laoi traits. On a ve- 
rifie de la meme faQon les nombres de traits des reseaux 4 et 3. Le 
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reseau n® 2 n'a pas ete mesure, parce qu'on n'y a observe que des 
spectres irr^guliers. 

Dans le cours des experiences qui font I'objet de ce Memoire, j'ai 
frequemment mesure la deviation de la raie D dans les diff^rents spec- 
tres de ces cinq r^seaux. Toutes les mesures que je fais intervenir ici 
ont ete faites a la cave, avec la lumi^re du sel marin volatilise, et k une 
temperature sensiblement constante de la ou t3 degr^s centigrades. 

Dans les series relatives aux spectres reguliers d'un meme reseau^ 
j'ai cherche la moyenne du nombre 



I . A 
- sm — > 
n 2 



n etant le rang du spectre observe, A la deviation minimum. On en 
deduit la longueur d'onde par la formule 



, I . A 

A = 26 ~ sm — • 
n 2 



Je dois faire une observation relativement au reseau n® 1. M. Fro- 
ment avait autrefois mesure la largeur de ce reseau et m'avait donne le 
nombre 5""", 7 14. Ce resultat differede celui qu'on trouvera dans le ta- 
bleau, et M. Dumoulin a pris soin de repeter plusieurs fois cette mesure. 
II y a Ik une discordance facheuse; j'ignore d*ailleurs quelle methode 
avait employee M. Froment. 



RtoAUX. 



N° 1 
N° 3 
N« 4 
N° 5 



LARGEUR 


NOMBRE 


da la 


d0f lotenralles 


coache strfie. 


do tralu. 


mm 




5,699 


aSiS 


G,7685 


a4oo 


6,768 


1800 


6,768 


laoo 


6,768 


600 



I . A 



o,i3o3i5 
0,1044^5 
o, 078803 
0,062192 
0,026096 



LONGUEUR 

d'oDde 
d« la raie D. 



0,58988 
0,5890 

0,58884 
0,58873 
0,58873 



Le nombre donne pour le reseau n** 1 est relatif au spectre que i'on 
pent observer sans changer le point de la lunette; la difference de ce 
resultat avec les suivants et les irregularites du reseau me determinent 
a nVn pas tenir compte pour la question qui nous occupe. 
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Le nombre d^duit da reseau n^ 3 est relatif au deuxieme spectre ; 
nous avons vo que le premier n'est pas observable. 

Le reseau n^ 4 est celui qui parait offrir le plus de garanties» parce 
qu'il est plus r^gulier que ceux qui precedent et plus dispersif que 
ceux qui suivent. 

Lesquatre derniers nombres ont pour moyenne o» 58882, et chacun 

d'euxdiffere de la inoyeone de moinsde deux unites du quatrieme chiffre, 

ce qui donne une erreur relative d'environ jVoo* Cles experiences pa- 

■raissent done conBrmer avcc une extreme precision la valeur o,5888, 

qui a ete deduite des mesures de Frauenhofer. 

Cependant je ne dois pas terminer ce sujet sans declarer que la ques- 
tion n'est pas resolue d'une manifere definitive. II y a sans doute un 
grand interSt k connaitre exactement la valeur d'une longueur d'oode, 
car les physiciens pourraient s'en servir pour comparer leurs difY<6* 
rentes mesures; mais pour arriver a donner uii nombre certain il faut 
connaitre rigoureusement la valeur du mfetre auquel on a compare le 
reseau, et mesurer les deviations dans des conditions de temperature 
bien definies. II y a Ik des difBcultes experimentales d'une nature toute 
speciale. Dans les experiences qui viennent d'etre rapportees, les de- 
viations et les reseaux ont et^ mesures k des temperatures differentes; 
on comprend bien que, par suite de rincerlitude qui regno sur la valeur 
exacte de I'unite de mesure, il etait inutile de faire les corrections 
qu'entrainent ces differences de temperature. 



Rapport fak a l*j4cadimie des Sciences sur un Memo ire dc 
M. Mascart, relatif a la determination des longueurs d'onde. 
Commissaires : MM. Pouillet, Edmond Becquerel, Foncault, 
Regnault, Fizeaii rapporteur {*): 

Un seul Memoire, inscrit sous le n^ i , a^te envoy e au concours avec 
cette epigraphe : La simpUciUdes nUthodes eft une garantie de la preci- 
sion des mesures. 



(*) Comptes remitu de VJcadenuc des Sciences (glance du ii roan 1867). 
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Ce travail important et plein d'interSt a fixe de suite rattention de 
vos Commissaires, et leur a paru repondre d'uoe maniere tres-satisfai- 
sante au programme propose par TAcademte; dans le but de justifier 
devant elle cette appreciation favorable, nous ailons presenter un ex- 
pose succinct de Tetat de la question et des progres r^alis^s par Tau- 
teur de ce Memoire. 

On sait que pour la lumiere comme pour le son, la longueur d'onde 
est une certaine longueur consideree dans le sens de la propagation, et 
correspondant a deux points oil les mouvements vibratoires sont sem- 
blables, la demi-Iongueur d*onde correspondant k deux points ou 
les mouvements vibratoires sont opposes. Cette longueur est plus ou 
moins grande, suivant la couleur de la lumifere ou le degr^ de gravite 
des sons; mais elle est fixe pour chaque variete de vibrations se propa- 
geant dans le meme milieu, en sorte qu*elle pent eire employee a ca- 
racteriser et a definir, soit un son en particulier, soit un rayon de lu- 
miere d'une certaine couleur. 

En ne considerant iei que la lumiere, les physiciens s'accordent 
aujourd'hui k regarder les divers rayonis elementaires qui la compo- 
sent comme ne differant entre eux d'une manifere essentielle que sous 
le rapport de la longueur d'onde; en sorte que cette longueur etant 
connue et mesuree avec precision pour un rayon donne, toutes les pro- 
prietes physiques de ce rayon sont, par Ik meme, determinees compa- 
rativement a celles d'un autre rayon d'une longueur d*onde diff^rente. 
^ On voit ainsi que la longueur d'onde est un nombre constant et carac- 
teristique de chaque variete de rayons lumineux, soit que les rayons 
se rapportent a Tune des sept couleurs principales du spectre solaire, 
soit qu'ils appartiennent k ces parties extremes et obscures du spectre, 
oil Toeil ne peut les apercevoir qu*incompletement, el oil leur pre- 
sence se revele surtout par des phenomenes particuliers d'actions chi- 
miques, de phosphorescence, de fluorescence ou d'elevation de tempe- 
rature. 

Cependant une difficulte considerable se presente dans la determi- 
nation precise de ces longueurs d'onde; leurs dimensions sont, en 
effet, si petites, qu*elles depassent a peine un demi-millifeme de milli- 
metre pour les rayons jaunes. Un pen plus grandes pour les rayons 
rouges et decroissant d'une maniere continue jusqu'aux rayons violets 
du spectre, ces longueurs restent toujours d'une petitesse extreme. 
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Malgre cette circonslance defavorable, les physiciens ont ^rouve dans 
plusieurs phenomenes lumineux remarquables les moyens de fixer avec 
une certaine precision les valeurs nuraeriques des longueurs d'onde. 
Les anneaux des lames minces de Newton, les franges d'interference 
d'Yong, celles des miroirs de Fresnel et plusieurs autres phenomenes 
analogues, ont fourni des determinations assez exactes et concordantes; 
mais c'est principalement le phenomene des reseaux de Fraunhofer 
qui a donne lieu aux mesures les plus satisfaisantes, surtout parce. 
qu'elles ont ete rapportees a des rayons bien d^finis par les lignes fines 
ou raies du spectre solaire. 

Lorsqu*on regarde de loin une fente lumineuse avec une lunette au 
devant de laquelle on a place un r^seau forme, soit de fils paralleles 
equidistants et tres-rapproches, soit de traits d'une grande finesse re- 
gulierement graves sur une glace, on observe une image blanche cen- 
trale comme si le reseau n'existait pas, mais de plus, a droite et a gau- 
che de cette image, on apergoit plusieurs spectres colores dans lesquels 
on peut distinguer les lignes fixes ordinaires. Si la lunette est montee 
sur un cercle divise, on peut mesurer les angles de deviation des prin- 
cipaux rayons, et, les mesures etant supposees prises sur le premier 
spectre, on obtient immediatement la longueur d'onde d'un rayon en 
multipliant, suivant la formule de M. Babinet, le sinus de Tangle de 
deviation par la distance qui separe les milieux de deux traits contigus 
du reseau. 

Bien que les determinations effectuees par Fraunhofer au moyen de 
cette methode fussent considerees comme excellentes et certainement 
les meilleures que la science possedat jusqu'a ce jour, il elait cepen- 
dant desirable qu'elles fussent verifiees par de nouvelles observations 
tres-precises, et surtout qu'elles fussent etendues a un certain nombre 
de nouveaux rayons visibles ou invisibles qui n'ont ete decouverts et 
etudies que dans ces derniers temps. Tel est, en eflfet, le but que s'est 
propose I'auteor du Memoire n'' i, en se livrant aux longues et con- 
sciencieuses recherches dont nous allons rapporter les resultats les plus 
saillants. 

On peut signaler d'abord dans les premiers chapilres la demonstra- 
tion d'une propriete remarquable des reseaux decouverte par Tauteur. 
Yoici en quoi elle consiste : lorsqu'on observe par transmission a tra- 

AnruUes scUntifiquet tie Vicole Nor male supirieure. Tome IV. 5 



Digitized by 



Google 



34 RECHERCHES SUR LA DETERMINATION 

vers un reseau de plus en plus incline surle rayon incident, et dans le 
plan de diffraction, la deviation des spectres diminue d'abord, puis 
reste un instant toustante pour augmenter ensuite. II y a done la un 
minimum de deviation tout a fait analogue au minimum de deviation 
observe par Newton dans les spectres refractes paries prismes de verre. 
L'auteur explique par des formules elegantes toutes les circonstances 
du phenomene, et fait voir de plus que c'est en observant ce minimum 
.de deviation que les mesures deviennent les plus simples et les plus 
rigoureuses. 

Plusieurs chapitres du Memoire sont consacres a la description et a 
I'etudedes appareils d'observation. Celaient principalement un gonio- 
metre construit avec une grande perfection par MM. Brunner, et des 
reseaux varies au nombre de six, traces sur verre.au diamant par 
M. NobertdeBarth. 

Muni de ces moyens d'observation, et apres s'etre entoure de toutes 
Les precautions qui pouvaient assurer Texactitude des r^sultats, Tau- 
teur a repris d'uue maniere complete la determination des longueurs 
d'onde des principaux rayons du spectre solaire, bien definis par les 
lignes fixes de Fraunhofer. 

On remarque ensuite des series d'observations speciales faites sur les 
rayons particuliers emis par les flammes sous Tinfluence de corps divers 
reduits en vapeur. On sait que MM. Kirchhoff et Bunsen ont montre 
que, dans ces circonstances, il y a des rayons caracteristiques de cer- 
taines substances, et que, sur ce principe, ils ont fonde une methode 
d'une delicatesHe extreme, propre a deceler la presence de divers corps 
simples ou composes. Les proprietes de ces rayons doivent cTonc inle- 
resser a la fois les chimistes et les physiciens; et la determination de 
leurs longueurs d'onde, pour la plupart tout k fait inconnues, est cer- 
tainement un resultat tres-important du nouveau travail. Les observa- 
tions rapportees dans le Memoire comprennent les spectres de Thy- 
drogene, du lithium, du calcium, du strontium, du magnesium, de 
Targent, du zinc et du cadmium. Mais ce qui presente un interet au 
moins egal, et ce qui montre peut-etre encore mieux I'habilete de I'au- 
teur, c'est d'avoir pu aborder avec succes la mesure des longueurs 
d'onde des rayons ultra-violets, c'est-k-dire de ces radiations si nom<- 
breuses et si variees douees de r6frangibi1ites plus grandes que ie vio- 
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let, et qui s'eteDdent, dans certaiBs cas, a une distance considerable 4)u 
dela du spectre visible. 

La maniere dont ces rayons sent distribues, ainsi que leurs pro- 
prieies physiques si singulieres> avaient ete deja signalees et ^tudiees 
principaleinent par M. Edroond Becquerel. Mais leurs longueurs d'onde 
n' avaient pas encore ete raesurees par la methode si precise des re- 
seaux. Oo possedait seulement une premiere determination obtenue 
par M. Esselbach, au moyen d'une methode differente, celle des spec- 
tres a bandes d'interference. 

Les difficultes que presentaient ces mesures delicates n'ont pu etre 
surmontees par Tauteur qu'au moyen de plusieurs artifices ingenieux 
decrits dans le Memoire, et que nous ne pouvons que mentionner ici. 
II convient cependant de citer comme esseniiel un petit appareil desi- 
gne par Tauteur sous le nom d'oculaire phoiognaphique. Cest une petite 
glace recouverte de collodion sensibilise, glace que Ton peut substi- 
tuer a Foculaire de la lunette, en la pla^ant derriere les fils du reti- 
cule; on peut, par ce moyen, mesurer les deviations des rayons invi- 
sibles avec une exactitude peu inferieure a celle qu'on obtient pour 
les rayons vi$ibles. 

L'auteur a effectue ces mesures sur les spectres ultra-violets de la 
lumiere solaire et de la lumiere du cadniium. Ce dernier spectre est 
surtout remarquable en raison de Tetendue extraordinaire occupee par 
les radiations invisibles. 

Les longueurs d'onde obtenues dans cette region vont en dimi- 
nuantd'une maniere continue depuis o"", 0003967 (raie H) jusqu'a 
0""°, 00022 1 7 (rayons extremes). La valeur de ce decroissement a ete 
comparee par Fauteur aux accroissements de refraction des memes 
rayons lorsqu'ils traversent un prisme de spath d'Islande; il ressort de 
cette comparaison que pour ces rayons les plus refrangibles une faible 
variation dans la longueur d'onde correspond a un accroissement con- 
siderable de rindice de refraction. Ce resultat, appuye de donn^es 
numeriques precises, ne peut manquer de contribuer aux progres de 
la theorie de la dispersion. On peut remarquer qu'il est bien d'accord 
avec la dispersion rapidement croissante du rouge au violet dans les 
spectres refractes, ainsi qu'avec les determinations anterieurcs relatives 
aux rayons calorifiques obscurs situes a Textremite opposee du spectre, 

5. 
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(kns la region ultra-rouge. La» en efTet, les longueurs d'onde varient 
tres-rapidement pour des changemedts relativement Irfes-faibles dans 
les indices. 

L'auteur fait observer que les ondes les plus courtes, o""", 00022. 
comparees aux ondes les plus longues des rayons visiblos, o""*, 00076 
(raie A), forment dans Techelle des vibrations une ^tendue de pres de 
deux octaves, dont le rapport est 1 : 4; on pent ajouter que cette eten- 
due depasserait trois octaves, dont le rapport est i : 8, si Ton conside- 
raitles ondes les plus longues, o™™,ooi9o, des derniers rayons calori- 
fiquesobscurs qui ont pu etre observes. 

Enfin, dans une dcrniere partie, I'auteur expose les observations 
speciales qu'il a faites pour rapporter au metre toutes les mesures 
donnees dans le Memoire. II montre qu'il suffisait, pour atteindre ce 
but, de mcsurer directement en fractions de I'unite metrique une seule 
lon{{ueur d'onde, celle de la raie D par exemple, celle de tons les autres 
rayons se trouvant alors, d'apres la methode, elle-meme exprimee en 
fractions de la meme unite. 

Le resultat final obtenu par Tauteur est o'°"',ooo5888 pour la lon- 
gueur d'onde de la raie D rapportee au millimetre. 

Ce nombre concordeexactement aveccelui que les physiciens avaient 
adopte d'apres Fraunhofer, tout en souhaitant depuis longtemps qu'il 
put etre soumis a un contrdle aussi direct et aussi rigoureux. On 
pourra done Temployer desormais avec une securite plus grande encore 
dans les applications nombreuses auxquelles se prete si bien la lumiere 
jaune du sodium, particulierement pour la mesure d*autres longueurs 
tres-petites. 

En resume, le Memoire n*^ 1 est certainement le travail le plus ap- 
profondi et le plus satisfaisant qui ait ete fait depuis Fraunhofer, rela- 
tivement aux longueurs d*onde des divers rayons qui composent la lu- 
miere. De Tavis de tons vos Commissaires, ce travail revele chez son 
auteur des connaissances theoriques distinguees et une grande habi- 
lete experimentale. On pouvait soubaiter, sans doute, qu'il eut em- 
ploye quelque autre niethode d*observation concurremment avec celle 
(les reseaux. Cependant son Memoire a fait faire a la question des pro- 
gres si considerables, que votre Commission s'est trouvee unanime 
pour lui decerner le prix. 
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M^MOIRE 

SCB LE 

MOUVEMENT VIBRATOIRE DTNE CORDE 

FORMfiE DE PLUSIEURS PARTIES DIVERSES DE NATURE, 



Par M. J. BOURGET, 

PROPBSSEUR A LA PACULT^ DBS SCIE-NCES DE CLERMONT- PERRAMD. 



INTRODUCTION. 

J*ai demontr^, dans un travail precedent (*), que les figures nodales 
des membranes circulaires vibrantes ne se produisent pas aux inter- 
valles musicaux assignes par la th^orie. Cette difference entre Texp^- 
rience et le calcul ne tient pas a la forme des membranes; elle ne tient 
pas non plus a la forme ni a la nature des cadres employes; nous Tavons 
demontre, M. Felix Bernard et moi, dans un Memoire sur le mouve- 
ment vibratoire des membranes carrees (**). En etudiant depuis cette 
^anomalie, j'ai reconnu qu'on peuten formuler leslois experimentales 
en supposant que les nombres th^oriques de vibrations, correspon- 
dants aux figures nodales diverses, eprouvent tons une diminution. 

Comment expliqner cet abaissement des sons? On pourrait croire 
qu'il tient a la mobilite des pointy d'attache de la membrane. La theo- 
rie suppose les bords du cadre parfaitement immobiles; or, on demon- 
tre par experience que cette immobility n*est pasabsolue. Si Ton tient 

(*) Meuioire sur le mouvement vibratoire des membranes circulaires, Annales scienii- 
fiques de VEcnle Normale sup^rieure, t. Ill; 1866. 

(**) Mdmoire sur le mouvement vibratoire des membranes carries, Annales de Chimie et 
de Pltysi<iuey 3« s^rie, t. LX. 
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a la main le cadre d'une membrane tendue au-dessus d*un tuyau 
d'orgue de hauteur convenable, on le sent vibrer avec vivacite au mo- 
ment de la formation des figures nodales nettes. Les points d'attaehe 
du cadre avec la membrane ne sont done pas des noeuds parfaits; la 
membrane n'est done qu'approximativement dans les conditions exi- 
gees par la theorie. Je me suis propose de soumettre au calcul Tin- 
fluence de la mobilite des points d'attache, afin de savoir si on peut 
lui attribuer Tanomalie en question; telle est Torigine premiere du 
travail que je presente aujourd'hui a TAcademie. 

J'ai du d'abord resoudre un probleme analogue plus simple relatif 
aux cordes vibrantes, car les memes causes de perturbations doivent 
produire sur elles des effets semblables. Supposons une corde formee 
de trois parties de natures differentes, et chercbons les lois du mouve- 
ment vibratoire de cet ensemble. Exprimons ensuite que les deux par- 
lies extremes se reduisent a des longueurs extremement petites, la 
corde du milieu sera physiquement toute la partie vibrante, et ses extre- 
mites seront attachees a deux points mobiles. Tel est le type theorique 
que j'ai imagine et qui me semble correspondre assez bien a une corde 
vibrante dont les points d*attache ne sont pas parfaitement fixes. 

En dehors du but special de mes rechercbes, la question des cordes 
heterogenes ni'a paru interessante en elle-meme, et je lui ai donne 
tout le degre de generalite qu'elle comporte. Je traite done ici du mou- 
vement vibratoire d'une corde formee d'un nombre quelconque de par- 
ties diverses de nature. 

Poisson, et anterieurement Bernoulli et Euler, se sent occupes du 
probleme relatif a une corde formee de deux parties (*). J'en donne ^ 
une solution plus simple et je rectifie Texpression des coefficients de 
rintegrale generale [Memoire de Poisson^ p. 462), au denominateur 
desquels s'est glissee une erreur, sans influence d'ailleurs sur les con- 
sequences physiques. J'adopte avec Poisson Thypothese qu'au point de 
jonction de deux parties la tangente est la meme a toute epoque du 
mouvement pour les deux courbes qu'elles forment cbacune. Je re- 
garde comme inexacte la proposition suivante, enoncee par Tillustre 
geometre a la page 473 de son Memoire : Les nomhres de vibrations des 



(*) Journal de VEcole Polytvchnif/ue, t. XI. 
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harmoniques de la corde totale etant en giniral incommensurables, il 
arr'wera que si la corde a ete ibmnlie au hasard, elle nexecatera pas de 
vibrations isochrones et ne /era entendre qiCune sorte de bruit au lieu 
d'un son rSgulier. Le calcul montre qu'un ebranleinent produit au ha- 
sard donne lieu a un nomhre infini de mouvements simples, constituant 
par leur superposition ie mouvement general, que les harmoniques 
soient ou ne soient pas commensurables. Thepriquement les vibrations 
de la corde totale ne seront pas isochrones s'il y a incommensurabilite; 
mais Poreille, qui ne pergoit pas le mouvement general autrement que 
par le timbre, qui le decompose instinctivement en mouvements sim- 
ples, n'en distinguera pas moins dans ce cas les divers sons qui leur 
correspondent, et aussi nettement que s'ils etaient commensurables. 

Ajoutons qu'en realite il n'y a pas, au point de vue physique, de 
quanlites incommensurables; par consequent les harmoniques irra- 
tionnels que le calcul donne sont entre eux sensiblement comme des 
nombres entiers. Done le mouvement de la corde esttoujours sensible- 
ment periodique, quel que soit Tetat initial, etTexperience montre meme 
que les sons autres que le son fondamental s'eteignent rapidement, en 
sorte que le mouvement de la corde partant d'un 6tat initial quelconque 
sereduitbientotau mouvement simple qui correspond au sonle plus has. 

Yoici les lois les plus importantes que le calcul donne pour le cas de 
deux parties : 

i^ .Les harmoniques ou sons possibles de la corde totale ne/orment pas 
la sdrie i , a, 3. . . . Les nombres de vibrations de ces harmoniques sont en 
general incommensurables et racines d'une Equation transcendante. 

a® Si ion connatt les longueurs des deux parties et les sons fondamen- 
taux de chacune, on peut trouver les divers sons de la corde totale au 
moyen de la rSsolution d'une Equation transcendante. 

3® Lorsque les deux parties rendent isoUment chacune le mime son, la 
corde entiire est a I' octave grange. Celte hi ren/erme^ comme c(ms particu- 
tier, rune des his connues des cordes homogenes, soi^oir^ qu'une corde est 
a r octave grave de sa moitie. 

^^.S'il exists des ncBuds de vibration^ Us sont equidistants sur chacune 
des cordes a partir des extrimitis fixes ^ mais la distance de deux noBuds 
sur rune nest pas la m/^f^e que suricajUre. 
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5° Si ran suppose Vane des parties extrimement petite^ V autre peut 
itre regardee comme la corde vibrante^ et Von a ainsi un type thSorique 
assimilable a une corde vibrant entre deux extrdmitis dont Vune ne serait 
pas parfaitement fixe, Dans cette hypothese on troupe pour les divers har- 

moniques la sirie 

N — e,, 2N — €,, 3N — €s,..., 

N designant le son fondamental de la corde quand les deux extrimites 
sont parfaitement fixes; £4, 62 » £»f •• ^tant des quantitds tris-petites crois- 
santes. Oh voit done que les dis^ers sons de la corde se trouvent un peu 
abaisses par suite de la mobility d'un point d' attache. On pouvait facile- 
ment le prevoir, car ilsemble que les choses doivent alors se passer comme 
si la longueur de la corde dtait plus grande; toutefois le calcul de mo/i Me- 
moire etait necessaire pour la rigueur de la demonstration, parce qu'il faut 
continuer la corde par un corps mobile d'une autre nature, 

Oa passe facilement au ens de trois» quatre,... parties heterogenes. 
Mais Tequatiou transcendante qui donne les divers barmoniques et les 
noeuds devient de plus en plus compliquee et difficile a resoudre. On 
peut cependant enoncer pour le cas de trois parties quelques lois sim- 
ples, faciles a verifier. 

i"" Comme prdcedemmenty on peut calculer le son fondamental et les 
harMoniques successifs irrationnels entre eux^ quand on connatt les lon^ 
gueurs et les sons fondamentaux de chacune des parties. 

2^ S'ily a des nceudSf ils sont Squidistants sur chacune des cordes; mais 
la distance de deux no&uds sur Vune n'est pas la mime que sur V autre. 
[jC calcul fait connaitre la position des namds correspondant a un hew- 
monique donne. 

3^ Si les trois parties ^ prises isolement, rendent le mime son^ la theorie 
fait connattre par un calcul trSs-simple celui de la corde totaled qui est en 
general incommensurable avec le premier, 

4° Dans le cas plus partMcuUer oit les points dejonction des parties divi- 
seraient la longueur totale harmoniquement, c^est-Ordire de telle sorte que 
le produit de la partie moyenne par la corde totale fAt dgal au produit^ 
des cordes extrimes^ le son de la corde totale serait la double octave grave 
du son de chaque partie. Cette loi assez remarquable offre peut-itre la pre- 
miere application physique de la division harmonique d'une droite. 
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S^ Si*Von suppose tres-petites les parties extrSmes^ la corde moyenne 
peul itre regardee physiquement comme seule vihrante, et Von a un type 
theorique se rapprochant d'une corde dont les points d^ attache seraient 
mobiles. On trouve alors que les sons de la corde forment la serie 

N— £„ 2N — e,, 3N — £,,..., 

N designant le son fondamental quand les extremitis sont fixes , e/ e,, £2, 
€,,... des quantites petites croissantes. Done la mobilitd des points d' at- 
tache abaisse ious les sons d'une corde. 

II semble que 1*od tienne la clef des anomalies que les membranes 
presentent; mais en examinant de plus pres on reconnait que dans le 
cas des cordes 

^N--_£, 3N~£3 . 

N-£. ^^' N-£. ^^'•••' 

done, en prenant deux sons correspondants a deux figures nodajes, Tin- 
tervalle musical est moindre que si les extremites etaient fixes. Or, 
dans I'anomalie des membranes, c'est le contraire qui a lieu : Tinter- 
valle musical qui separe deux figures nodales est toujours plus grand 
que celui de la tbeorie. Cette dernifere perturbation n'est done pas due 
a la mobilite des points d'attache de la membrane. 

Mon Memoire se termine par des experiences destinees a verifier les 
iois du calcul. J*indiqiie les precautions que j'ai prises pour revalua- 
tion des diverses (}onnees du calcul, et pour la mesure du nombre de 
vibrations. J'ai pu effectuer toutes mes determinations avec une pre- 
cision assez grande au moyen d'un sonometre construit par M. Konig, 
et mis k ma disposition par la lib^ralite de TAssociation Scientifique. 

Le calcul ties racines de Tequation transcendante, qui varie dans 
chaque experience, est ce qu'il y a de plus penible dans ces rechcr- 
ches. ]*ai fait usage de constructions graphiques pour avoir une pre- 
miere approximation; la regie de. Newton pent servir ensuite a com- 
pleter la resolution. • 

Le tableau resume de toutes mes experiences montre que I'accord 
avec la tbeorie est aussi satisfaisant que possible. 

Annates scientifiques dt VEcole Normale sup^ricure. Tome IV . 6 
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§ I*^ — Monvement vibratoire d'une corde form^e de deux 
parties dwerses de nature. 

1. Notations, liquations differentielles. — Soil AB {/ig. i, Pi. I) une 
corde tendue entre les deux points fixes A et B. Supposons qu'elle soit 
formee de deux parties AA'et A'B difierentes, soil par la nature de la 
matiere, soit par le diamfetre seulement. Nous admettrons que le mou- 
vement oscillatoire s'execute dans le plan YAX, qui contienl la posi- 
tion AB d'equilibre; cette droite AB est prise pour axe des jr. Le inou- 
vement le plus general pent etre regarde comme le resultat de la 
superposition de deux mouvements plans independants qui s'execute- 
raient dans les deux plans rectangulaires YAX, ZAX. 11 sufRt done 
d'etudier Tun d'eux. 

Nomuions: 

/ la longueur AA'; 

/' la longueur A'B; 

X la distance au point A d*un point quelconque de /; 

x' la distance au point A' d'un point quelconque de /'; 

k le poids de /; 

k le poids de/'; 

P le poids qui represente la tension de / a Tetat d'equilibre; 

P' le poids qui represente celle de /'; 

y le deplaeen^ent transversal d'un point de / dans le plan YAX; 

y' le deplacement transversal d*un point de /'. 

Posons 
(.) ^' = ^'' ^'' = ^' g' = 9>8o88; 

les equations differentielles du mouvement vibratoire seront, comme 
on sait (*), 



(*) M^moire de Poisson, Journal de I'J^coIe Polyiechnique, I. XI, p. 446. — Theone fie 
r^lasticite^ de Lam6, a* 6dit., p. loa. 
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la premiere des equations (a) se rapporte a la premiere partie / de la 
corde, la seconde ^ I'autre partie /'. 

Nous admettrons avec Poisson qu*au poiol de joDction A' les deux 
courbes formees par les cordes AA', A'B out la m^me tangente a toute 
epoque du mouvement. 

PoissoD suppose P = P'. II en serait ainsi dans le cas oil les cordes 
seraient parfaitement flexibles; mais on sail, par les experiences du 
colonel Savart (*), que les cordes vibrantes ont toujours une rigidire 
propre independamment de celle que donne le poids tenseur, et M. Du- 
hamel a dcmontre que pour r^tablir I'accord entre Texperience et la 
theorie, il suffit de supposer le poids tenseur augmente d'un poids 
representant cette rigidile propre. On doit done regarder comme gene- 
ralement inegales les tensions P et P' des deux cordes. 

II s*agit maintenant d'integrer les equations {2) en tenant compte 
des conditions aux limites A, A\ B et des conditions iniliales. 

2. Conditions aux limites. — Faisons usage du signe de substitution 
introduit par Sarrus et posons avec lui 

(3) j F(^) = F(fl), j ¥{x)=.F(Jb}-¥{a), 

les conditions aux limites seront donneespar le tableau suivant: 



(*) Annates de Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. VI. 



6. 
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Quel que soil / : 



Au point A. 



\f 



(4) 






Au point A'. 



Au point B. 



/V=/V', 

fdy_\°dy 

I di-j dt' 

\'dr_ l°e^ 
I dx~ I dx" 

,1' 



Ces conditions expriment rimmobilite des extremites et le raccorde- 
ment des deux parties de la corde au point de jonction A^ 

3. Conditions initiaies. — Nous admettrons qu*a I'origine du temps la 
corde ecartee de sa position d'equilibre a re<;u une forme quelconque, 
et que cbacun des points a ete lance dans le plan YAX de la courbe 
avec une vitesse arbitraire. Les conditions initiaies seront done donnees 
par le tableau suivant: 



(5) 



pour / = o, 

7=F(ar), ^'=F.(«'), 



F. /, F,, /i designent des fonctions arbitraires satisfaisant pourtant aux 
conditions aux limites (4)- 

4. Solutions simples particuUeres. — Ne nous occupons pas d'abord 
des conditions initiaies; nous pourrons satisfaire aux equations (a) 
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et (4) par des solutions particulieres de la forme 

y =(AsinX/4- BcosX/)a, 



(6) 

' /' = (AsinX/-+-BcosAOw', 

A, B, X etant des constaotes; u et iC etant respectivement des fonc- 
tions de x et de x' satisfaisant aux equations difterentielles 

De ces dernieres on deduit 

„ . Xj: ^ Xj: 

a = P sin h Q cos — » 

a a 

"' ■ , p, . x^ „ >v 

ul = P'sin — r H- Q cos — ^-j 

P» Q» P'> Q' etant des constantes arbitraires. Si Ton veut niaintenant 
satisfaire aux conditions aux limites, il faudra choisir P, Q, P', Q', X 
de maniere k rendre identiques les relations 

P sin - = Q', 
a 

(9) ( P X/ P' 

- cos— = — ,» 
a a a' 

P'sin —7 -hQ'cos —rz=zQ. 
of a' 



Ces equations montrent que le nombre P reste arbitraire; nous le 
a' 



prendrons egal a sin -7-*, nous aurons done 



P =: sin —7-9 Q = o, 

„, fl' . IV X/ ^, . X/ . X/' 

P'=: — Sin —7- cos — » Q = sin —sin -7- 
a a a a a 

. X/ X/' , X/ . X/' 
a sin — cos— 7- -h a cos — sin — r- — o; 
a a! a a' 
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la derniere de ces equations fail conoaitre la valeur de A, les autres de- 
terininent les valeurs correspondanles de P, Q, P', Q'. On voit done 
que les integrates particulieres satisfaisant aux conditions aux limiles 
seront en resume : 

I )• - (AsinX/ -+-BcosX/)/€, 

I 7'-^(AsinX/-f-Bcos>./)M', 









ir 




Ix 






n 




sin 


a' 


sin 


a 

X(/'- 


x' 




ii' 


-■- 


sin 


a 


sin 


a' 


— 


» 



A et B etant des constantes arbitraires, e( X une des racines en nombre 
infini de Tequation transcendante 

,11 II' ^ II . //' 
(ii asm — cos — r h- a'cos — sin — r -- o, 

a a a a 

qu'on pent encore roettre sous la forme 

(12) alang h a' tang —7=0. 

Les solutions particulieres (10) coincident avec celles de Poisson, 
sauf une legere difference de notation. Elles correspondent a des mou- 
vements vibratoires simples et possibles, resultant d*un etat initial fa- 
cile a trouver en y faisant ^ = o. Mais comme cet etat initial particu- 
lier serait impossible a realiser dans la pratique, le mouvement observe 
est plus complexe que celui que les equations (10) definissent. Nous 
allons demontrer que le mouvement vibratoire le plus general pent 
etrc regarde comme resultant de la superposition d'un nombre fini ou 
infini de ces mouvements simples; il nous suffira done ensuite d*etu- 
dier les proprietes des equations (10) pour connaitre toutes les lois phy- 
siques, perceptibles a Toreille, du mouvement vibratoire des cordes a 
deux parties heterogenes ebranlees d'une maniere quelconque. 

5. Integrate gdnerale. — Pour arriver rapidement a I'integrale gene- 
rale, nous etablirons un lemme preliminaire. 

Lemme. — Nommons a,, u\ les valeurs des fonctions «/, u' pour une 
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racine X, autre que X de Viquation transcendante (ii); on a identique- 
ment la relation 

-- / uuydx H — ;- / u'u\dx*^= o. 

En eflet, des equations (7), auxquelles satisfont a, u^, u\ a^, nous 
tirons 

/„ («' ^ - " IK?) ''^ ^ ^5 (^'- ^i)/ ««.'/^ - «. 

et en integrant 
de meme 



de la 



mais les conditions aux limites donnent 

/"/' du, du\ 

1'/ du, du\ \° I ,du, ,du'\ 

l[''T^-"'di) = l [''d^-"'dFy 

1''/ ,du; .du'\ 
done 

I r^ I /•'' 

-- / uu^dx -h —^ I u'u\dx' = o, • r.. Q. F. D. 

« Vo ^ Jo 

Cela pose, je dis qu'en designant par ^ la somme des termes tels 
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que (fo) correspondaDls aux diverses racines en nombre lofiDi de 
requation (i i), Tintegrale generate satisfaisant aux conditions iniliales 
arbitraires sera donnee par des equations de la forme 

Iy r::=y (AsinX/ -hBcosX/)M, 
/'=2(AsinX/-hBcosX/)«'. 

li suflit pour cela de deraontrer que Ton pent choisir les constantes A 
et B de chacun des termes de la serie, de manifere a avoir les identites 

(i4) 

Or, multiplions respectivement par udx, vidx* les deux equations 
qui renfernoent B; integrons et ajoutons, apres les avoir multipliees 

respectivement par—* -t^j nous aurons, en separant les divers termes 
du premier membre, 

= ljr'«F(x)rf..-.±£'«'F.(.V-'. 

Mais, en vertu du lemme demontre, tous les termes du premier mem- 
bre autres que le premier sont identiquement nuls; done 



(.5) B 

on trouverait de meme 

(i6) A>,= 



±£ H¥{x)dx-h^,J u'¥,[x')dx' 

I r' 1 r'' 

a' Jo «V„ 
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Les formules (iS) et (16) deterniinent sans impossibilite, au moyen 
des conditions initiates, les divers coefficients de chacun des terines 
des series (i3) relatif a chacune d^s racines X. Done le mouvenient le 
plus general resulte bien de la superposition d'une infinite de mouve- 
inents simples definis chacun par les equations (10), et conime notre 
organe d'audition decompose instinctivement le mouvement general 
en d'autres plus simples ne donnant lieu qu'a un son, on voit qu'au 
point de vue de Tacoustique physique les integrates particulicres (10) 
sont seules int^ressantes. II etait neanmoins necessaire d*etudier Tin- 
tegrale complete, afin d'etre assure que les mouvements representes 
par (10) sont les seuls qui composent le mouvement general. 

Nous pourrions efTectuer les quadratures des denominateurs dans 
les formules (i5) et (16), nous verrions alors en quoi consiste Terreur 
de celles de Poisson. On remarquera d*ailleurs combien notre analyse 
est plus simple que celle de Tillustre geometre, grace au lemme preli- 
minaire que nous avons d^montre ci-dessus. 

6. Propriites generates des mouvements simples. — En nous reportant 
aux equations (10) nous voyonsque tout mouvement simple est perio- 
dique. Le temps d*une periode complete est donne par 

/©r=?,7r, d ou G = -T-.: 

par consequent le son correspondant k ce mouvement, ou le nombre 
de vibrations douliles executees par seconde, sera 

(17) X=: J 

Ainsi, a chaque X correspond un 6tat vibratoire simple qui pourrait 
exister seul, qui existe dans le mouvement general et qui donne lieu a 
un son unique proportionnel a ce nombre X. Nous employonsici le mot 
son comme synonyme de nombre de vibrations, 

Les constantes A et B sont dependantes de Tetat initial; il est facile 
d'en trouver la signification. Dans un plan perpendiculaire a la corde 
au point M {fig^'^y PI- /) tra^ons deux droites rectangulaires MH, MK. 
Sur Tune portons MB = B.a, sur Tautre MA = A.u. La diagonale MC 

Annates scientifiques de I'tcole Nor male superieure. Tome IV. 7 
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du rectangle sera 

Soil / le temps compte k partir du commencement d'une vibration, 
X/ est un certain angle qui varie de o a 277 dans le temps d'une vibra- 
tion complete; soitMG une ligne telle, que GMH soit egal a X/; il est 
facile de voir que la projection MD de MC est egale a la somme des 
projections de MA et MB, done 

MD -- Ausinlt ■+- Bucoslt =r r- 

Ainsi MD represente Tecartement de la molecule M relalivement a sa 
position d'equilibre. De la r^sulte que cet ecartement a pour valeur 
limite MC = u\A^ -f- B*. Done les constantes A et B reglent Vampli- 
fade du mouvement vibratoire, et par consequent Vintensite du son 
correspondant. 

Le nombre X, qui donne la hcuUeurAn son (17), est racine de I'equa- 
tion transcendante (11). On peut la transformer en une autre plus 
commode pour les applications. On sait, par la theorie des cordes sim- 
ples, qu'en nommant n le nombre des vibrations complfeles execut^es 
par une corde de longueur / entre deux points fixes, on a 

a 

done, en designant par n et n! les sons fondamentaux^des deux parties 
de la corde en question, on a 

(18) a^-inl, a'^^n'V, 

et Tequation transcendante (1 1) devient 

(ig) n/sin — cos — : -h n'/'cos — sin — ; = o 

in in! in 7.n 

ou 

(tc) his) nl lang h n'l' lang — ; ~ o. 

^ in ^ in' 

L'equation (19) montre que le son de la corde totcUe ne dipend que 
des longueurs des parties et des sons qu'elles rendent ckacune. 
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De plus, on voit qu'en general les valeurs de X seront incommensu- 

rabies entre elles et avec les nombres n el n'; done les dwers harmo- 

niques ou sons possibles d*une cordefomUe de deiix parties de natures dif* 

firentes ne sont plus les termes de la serie i , a, 3» . . . » convne ceux d'une 

corde simple. 

Pour resoudre faeilement Tequation (19) on pent poser 

(20) — =:x; 

elle devieot 

(21) tangj;-4--^ lang^ =0; 

on trouve une premiere approximation des diverses valeurs de x en 
construisant les deux courbes 

I;-=langar, 
n'r . nx 

On peutensuite par divers moyens pousser plus loin I'approximation, si 
on le juge n6cessaire. Quand x est trouve, on en d^duit 

/ ^» ,v^ X nx 

C'est par cette m^thode que j'ai calcule les divers nombres men- 
tionnes dans les experiences qui se trouvent a la fin du Memoire. 
On a les noeuds relatifs a un mouveroent simple en posant 

. U . Ix 
« = sm —r sm — = o , 
a' a 

u' = sm — sm -i -. — - = o, 



d*oii Ton tire faeilement 



. n . 
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I, e' designent des nombres en tiers et positifs qui peuvent 6tre nuls; 
^ le son considere correspondant au X cboisi. La premiere des equa- 
tions ( 2/| ) donne la distance des noeuds de la premiere corde au point A, 
la seconde fait connaitre la distance des noeuds de Tautre partie au 
point B. Comme on doit avoir 

le nombre des noeuds est limite pour cbaque valeur de X ou de x.. On 
voit aussi que Us ruBuds sont dqaidistanls sur chacune des cordes; mats 
que la distance de deux ncBuds sur Vune nest pas la mime , que sur 
r autre. 

7. Cas particuUer d'une corde simple. — Nous pouvons supposer que 
le point A' separe les deux parties d'une corde homogene, et nous de- 
vons, dans cette hypothese, retrouver, comme verification de nos cal- 
culs, les formules connues de ce cas simple. 

Si les deux parties / et /' sont identiques de nature, on a a = a', et 
Tequation transcendante (ii) donne 

, x(/-i-n 

sm -^ * — o , 



d*ou, en designant par L la longueur totale, 

XL 

le nombre i elant Tun des termes de la serie i, 2, 3 Les diverses 

valeurs de X sont dans ce cas 



^ ar an ^ an 



et les divers sons de la corde 



(25) ^=^^,^±,, 3^,... CQ.F.T. 
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Remarquons en passant que ce resultat suppose seulemenl a = a!, 
ou 

il subsisterail done dans le eas oil pour deux parties de natures dilFe- 
rentes cette relation serait satisfaite, ce qui ne presente aucune im- 
possibilite. 

8. Ccu particulier ou les deux parties rendraient le mime son. — ' II 
faut supposer dans Tequation (19) n = n'. Elle devient 

. X > 

( 2*7 ) sin — cos — ^=0, 

^ " an an 

d'oil 

=: I - el X = I -, 

2n 2 2 

i etant Tun des terroes de la serie i^-a, 3. . . . Done les divers sons pos- 
sibles de la corde sont 

(28) "-%=-, 2-, 3-,..s 

' ' 2 2 2- 

done le son fondamenuU de la corde toiale est a I* octane grave de chacune 
des parties. 

Pour une corde homogene on sait qu'elle est k roctave grave de sa 
moitie. Cette loi est evidemment comprise dans la pr^cedente comme 
cas particulier. 

9. Cas ou rune des parlies est tres-petite. — Supposons /' tres-petit, 
et^ pour fixer les idees, admettons que / + /'= L soit constant a me- 
sure que nous ferons tendre /' vers zero. Les produits nl, n'l resteront 
constants en vertu des equations (18), le nombre n tendra vers la 

limite-T ^t le nombre n' croitra indefiniment. Done les valeurs de x 
2L 

fournies par I'equation 

n!V nx 

( 29) tang.r -♦- -^ ung -^ = o 
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tendront vers les racines de T^quation 

(3o) langX:=::0. 

On se rapprochera done indefinimeni du cas oil une corde unique est 
tendue entre deux point fixes A et B. Quand /' est tres-petit sans etre 
nul, oin voit, en construisant les deux courbes 

(3i) ^'=ziang:r, ^:= — — lang^, 

comment sont modifiees les racines de Inequation (3o). 

La courbe dont le trait est plein [fig. 3, PL I) represente Tequa- 
tion y = tango?. La seconde*a pour tangente a Torigine OT, dont 
Tequalion est 



X 



r 



et a la limite cette quantite jest nuile. D*un autre cote, Tordonnee y 
de la seconde courbe devient intinie pour 

x= , 

n 2, 

quantite qui a pour limite qo . Done la seconde courbe on, donnee par 

Tequation 

n'r nx 

^^^_tang^, 

se eonfond longtemps avee sa tangente 0T» et s'abaisse peu au-dessous 
de cette ligne pour les premieres valeurs de x; done les racines de 
Tequation transeendante sont 

OKirziTT — 4i, 0Ka=27r— ij, OKj = Stt — 3», . . . , 

^if ^at <^3> • • • etant de petites quaqtites. Done les sons rendus par une 
corde dont une des extremites n'est pas immobile sont 

X=rN — e, , 2N— -Ea, 3N — Es,..., 
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N elant le son fondamental quand les deux exlremites sont fixes, 
et £,, £a» €3, . . . de petites quaniites. 
Remarquons maintenant que 

que par suite 

ei>i6,, e3>3€, 

II faut en conclure que les harmoniques successifs soot moins distants 
qu'ils ne le seraient si les deux extremites etaient absolument fixes. 

L'anomalie qui resulterait pour une corde de la mobilite des extre- 
mites serait done en sens contraire de celle que Fobservation a fait 
eonnaitre pour les membranes. Je pense done que la mobilite des points 
d'attaebe de la membrane ne pent pas en donner la raison. 



^ II. — MouvemerU vibratoire d'une corde for mee de trois 
parties diver ses de nature. 

10. Equations differentielles. — Nous conserverons les notations pre- 
cedentes et nous marquerons de deux accents les quantites qui se 
rapportent a la troisieme corde. Les longueurs x^ ^, x" seront comp- 
tees respettivement a partir des points A, A', A^' {fg. 4« Pi- 1)- Les 
deux points A et B sont les extremites fixes. Les longueurs des parties 
seront /, /', l'\ leurs sons fondamentaux seront n, n\ it!'. 

Les equations differentielles a integrer sont 

(^^^ -dp-^'dT^' IZF-^rf^' "^-^^-' 

dans lesquelles 

(33). a>-^^ «--^^^i^, a--J?^- 



il faut joindre a ces equations les conditions aux limitefi et les condi- 
tions initiales. 
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11. Conditions aux Umites. -^ Ces conditions expriment que les 
extremites A et B sont fixes, et qu'aux points de jonclion A' et A" les 
courbes des fils se raccordent a toute epoque. On pent les resumer 
dans le tableau suivant. 



Quel que soil t : 



Au point A.. 



Au poini A'. 



(34) 



Au poini A*' 



i Au point R.. 






IF 



/^' 

dr_fdf. 
dx~\ dx" 

x'=fr", 
dt-j It' 

dy^_ fdr" 
dx'~l dx"' 



dr" 

-dr=' 



12. Conditions initiales. —Nous supposerons qu'a Torigine la corde 
a regu un ecartcment quelconque, et que chacun des points a regU dans 
le plan YABX, qui contenait la corde, une vitessearbitraire. Les condi- 
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lions initiales sent done 

pour t=^o: 

(35) { r = F(*). r' = F.(^). r'' = F.{;r"'). 

P* /' Fo/i» Fa» /s designant des fonctions parfaitement arbitraires, 
mais satisfaisant pourtant aux conditions aux limites. 

13. Integrates simples particuUires. — On pent satisfaire aux equa- 
tions differentielles (3ti) par des solutions de la forme 

IX = (AsinX/-f-BcosX/)ii, 
f — (A sinX/ -f- B cos3l/)tt', 
j^''^ ( A sInXl -f- B cosXO«*"» 

I/, u', u'' etant des fonctions satisfaisant aux equations differentielles 

et, par consequent, 6tant donn^es par les formules suivantes : 

sin — 4- Q cos — » 
a a 

(38) / i£'=F sin ^ -i-Q'cos^, 

* Ok a 

uT == ?" sin — ;r + Q^'cos -^ • 

Les quantit^s A, B, X, P, Q, P', Q', F, Q" sont encore des constantes 
arbitraires. 

Laissons de cote les conditions initiales (35) et cherchons a deter- 
miner ces constantes de maniere k satisfaire aux conditions aux limites. 

AmtutUs scUntifiques de Ficoh Normale supirieure, Toms IV. 8 
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II est facile de voir qu'elles doivent verifier les egalites du tableau 
suivaitt : 

j P -- quant, arbitraire, 

Psin- = Q', 
a 



(39) 



— COS-- = -TJ 

a a a 

P' xr y . w P'' 

-7 cos — ~ :=^sin -T- = -^, 
a a' a' a! a'* 

P"Bin^-f-Q'^cos^ = o; 
or or 



U" 



de la nous tirons, en choisissant pour P la quantite sin -^ et apres 
quelques reductions faciles, 

> P == sin — n-> 



(4o) 



P' — — sin— n-cos — » 

^, . xr . X/ 

Q' = sin -V sin — » 

„,, a" 11 xr . xr a" , u , -hi' . ir 

P' :^ — cos — cos — r sin — =- 7 sin — sin -7- «in -^> 

a a a a' a' a -a' a 



11 "kr X/" 



X/ . X/' 



xr 



= — sin — cos —7- cos --5- cos — sin — r cos — rr > 

a a or a a a a" 

.11 x/' . x/'' «' x/ . xr . X/-' 

Q = sin — cos— rsin— yH — cos— sin -7 sin —^r-- 
'. a a' or a a a! a" 

Le nombre X est donne par I'equation transcendante 

I o — « sin — cos — r COS — 77 -f- a' cos — sin —7 cos -jr 
] a a a" a a or 



(4') 



i ^ It ir . xr an'' . It . xr . xr 

f 4- a* cos— cos --7 sin — j? 7 sin —sin -7 sin --77 

\ a a' a" d a a' a!' 
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ou bien 

,/ . . , , \l . W . XP aa" X/ >/' X/-^ 

(4i bis) o = tang-^4-a^ang-^ ^- a^'ung-^- ~ -^ lang— lahg — lang-^* 

Si maintenant dous portoils, dans les Equations (SS)^ les valetlrs des 
constantes P, Q, P', Q' — donn^es par les equaiions (4o)» ttous ob- 
tiendrons, apres quelques reductions facites, 

. Xr . Ix 
It r- Sin — r sin — ? 
a a 

] , . !/"/«' X/ . Ix' . X/ Xar'X 
(42) \ IV - - sin — rj- { — cos — sin —7- 4- sin — cos —rv 

^^ ' \ a" \a a a! ' a a' J 

li" r.~ I Sin — COS -7- H — COS — sin -7- ) sin -^ ;; • 

\ a a' a a d ] a!' 

Les forinules (4^) unies aux formulas (36) donnenl des integrates 
particulieres satisfaisant k toutes les. conditions aux limites. Cbaque 
valeur de X tiree de Tequation (40 fera connaitre un systfeine (36), 
(42), d*integrales particulieres, et les constantes A et B restent encore 
arbitraires pour chacun de ces mouvements simples. 

14. InUgrak ginirale. — Ajoutons un nombre indefini de solutions 
simples, correspondant chacune a une valeur X differente, nous aurons 
encore une solution des equations differentielles (3a), sous la forme 

iy r-- ^(AsinX/ -f-BcosX/)w, 
7 ' r^ 2 ( A sinX/ -♦- B cosXO«". 

Nous allons demontrer qu^on pent ehoisir les constantes A, B, A,, 
B, , Aa, B2, . . . des divers termes, de maniere a satisfaire a I'etat initial 
arbitrairement donn6, c*est-k-dire de faQon a avoir identiquement 

(44) 2Bii-^F,(:r'), jAXii'r^/.l^'); 

8. 
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En effet, multiplions respectivement les trois equations en B par 

j,udx, Y^u'dx', ^,l*Vx^ 

integrons respect! vemeni de o k /, de o a /^ de o a /", et ajoutons 
membre a niembre, nous aurons 

^ B,(l £'««,rf. -. ±fju'u'd.'^±,fu"^,d^) 

■+- 

= jj uV[x)dx^^J w'F.(x')rf:rH-^.jr u''U^'')dx\ 

Mais, en raisonnant comme au § Y, nous demontrerions que, si u,, 
£i\, a' d^signent les yaleurs des fonctions u^ ii% ei'', quand X se change 
en une autre racine X,, on a identiquement 



o 
done 



(45) B = 



1 ('uV(x)dx-^^^ f' u'l\(x')dx'^^^ f i*"F,(x")rf:r- 






et de meme 



1 f'uf(x)dx + ^, f'u!f,{x')dx'+±, f u'Mx^dx" 
(46) A,> = — -i —-7 — ;p 

Les equations (45) et (46) font connaitre sans impossibilite les coefti- 
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cieofs de chacun des terines de$ series (43) qui donnent I'integrale 
generaie. On conclut de la que le roouvement le plus general, qui re- 
sulte d'un etat initial quelconque, peut etre regarde connnie la super- 
position d'un nombre fini ou infini de mouvements simples de la 
forme (36), correspondants k des amplitudes diversesque Tetat initial 
fait connaitre au moyen des formules (45) et (46). On voit en meme 
temps que Tetat initial arbitrairement donne peut 6tre regarde comme 
resultant de la superposition des etats initiaux qui correspondent a 
chacun des mouvements simples (36). 

15. Propridtds gendrales des mouvements simples. — Le mouvement 
defini par les equations (36) est periodique, et le son auquel il corres- 
pond est 

(47) ^==^' 

Les divers harmoniques d'une corde a trois parties son^t done propor- 

tionnels a X, et par suite en general incommensurables. 

Les valeurs de X s'obtiennent en resolvant Tequation (40^ q"^ ^" 

posant 

a = ^nl, a' = 2/1'/', a" = 9./i'7", 
devient 

(48) 



( o =z /i/lang — H- n'r ung — -, -f- n''F tang —7. 
1 nn'' ir III 



Cette equation montre que les divers sons de la corde totale ne de- 
pendent que des longueurs et des sons des parties; mais la loi de de- 
pendance est si complexe, que jamais Texp^rience ne pourrait a elle 
seule la d6couvrir. 

Pour avoir les noeuds de vibration, on egalera a zero les seconds 
membres des Equations (42), et Ton trouvera 



(49) 



sin — = 0, 
a 


d'ou 


• « 1 


\x' a . X/ 


d'oii 


^ — "' */'_l.l'"' /'• 


SIn-^:5 ' = 0, 


d'ou 


I'-x'^i'^l". 
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Dans ces formulas, c, i\ i" designent Tun des nombres en tiers o, i, 

2, . . . , et a le plus petit arc, dont la tangente est jj, tang — • 

On voit done que les noeuds sont equidistants sur cbacune des cordes, 
inais que la distance de deux noeuds sur i'une n*est pas la n)eine que 
sur I'autre. Le nombre de ces noeuds se limite de lui-meme pour cbaque 
valeur de j^, car on a toujours 

16. Cos parliculier ou les trois parties rendraient le mime son. -- Fai- 
sons dans Tequation transcendante (40 ou (48) 



n -,- n' — n" 



elle donnera 

d'oii Ton tire 

(5o) 



sin — cos* 77T sin* — = o, 



sin — = o, 

2/1 



i 

La premiere de ces equations donne la serie des sons 

OT) irz /I, 2/1, 3/1,. . . 



que chacune des parties ferait entendre seule; il est clair en effetque 
ces divers sons font partie de la serie des harmoniques de la corde 
totale. Si maintenant nous designons par a le plus petit des arcs posi- 
tifs ayant pour tangente 



/Fl 



nous deduirons de la seconde des equations (5o) deux nouvelles series 
d'harmoniques 

„ an an an an , 

3ll>z= , h/l, h 2/1, 1-3/1,..., 

7r • TT TT 71 

^ _ (7r~«)/i (tt — a)/i (ff-g)/! , ^„ 
en progression arithmetique. 
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Duns le cds plus particulier od Ton aurait en meme temps 

(5i) ' rL = ir% 

c'esl-a-dire oil la droite L serait divisee harmoniquement par les points 
de separalion A' at A", on devrait poser 

par suite les deux series deviennent 

3n 7 n 1 1 n 

4 4 4 
et constituent la serie unique 
.^ . _ n 3n 5/1 7/t 

(52) .31^:^^, J, -J, Y'"-' 

dont les divers termes sont entre eux comme les uonibres impairs. 
Ainsi, dans ce cas tres-particulier, le son fondaniental de la corde a trots 
parties est a la double octave grave da son rendu par chacune des parlies. 
On pent facilement s'artanger de maniere a faire rendre le meme son 
aux trois parties d'une corde; mais il sembte assez difficile de satis- 
faire en meme temps a la relation (5i). Par consequent il est difficile 
de verifier la loi precedente par experience. 

17. Cas particulier oil a = a' = a'\ — Dans ce cas, qui comprend 
celui ou A' et A'' designeraient les points geometriques de division 
d'une corde homogene, I'equation transcendante (4i) donne 



d^oii 



. XL 

sin r- O, 

a 



XL . ^ .TTrt 



Digitized by 



Google 



64 MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT VIBRATOIBE d'uAE CORDE 

les liarmoniques de la corde totale sent done 

3^ •= — r ? 2 — T 1 3 — T- • C. Q. F. T. 

2L aL iL 

18. Cos particuUer ou Us parties extremes sent ires^petiies. — Daos oe 
cas les nombrcs n et n" sont tres-grands; posons 

requation transcendante (4i) deviendra 

o rzz - tang -^ -♦- langcp 4- ~ tang -^ - -^ lang -^ tang? tang -^ • 

Le dernier ierme est du second ordre de pelitesse; le premier et le troi- 
sieme forment ensemble une quantite tres-petite positive, done cette 
equation est de la forme 

tang9 -f-w = o; 

ci> tendant vers zero quand les parties extremes de la corde totale ten- 
dent vers zero, cette quantite n'est pas constante et augmente avee 9. 
Si elle etait constante, les divers harmoniquesseraient 

^ , an' , an' , , an' 

TT TT 7: 

En realite on a 

X=:n'--e, , an' — e,, 3n' — 63,..., 

les quantites £(, £3, £3* . . . etant croissantes et telles que 

de sorte que la perturbation apportee par la mobilite des points d'at- 
tache consistedansle rapprochement de deux harmoniques de la corde. 
Cette perturbation est en sens inverse de celle que j*ai fait connaitre 
dans le mouvement vibratoire des membranes. 
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§ III. — Mouwment vibratoire d'une cordeformie d'un iiomhre 
quelconque de parties dwerses de nature. 

19. MouvemenU singles. — Par une analyse entierement semblable k 
celle du paragraphe precedent, nous prouverions que le mouvement le 
plus general peul Stre regarde comme le r^sultat de la superposition 
d'une infinite de mouvements simples, donnant chacun un son unique, 
et determines chacun par I'ensemble des equations 



(53) 



X =(AslnX/-i-BcosX/)«, 
I 7' = {ksinli -{- Bcos'kt)u\ 

7*' = ( A sinX/ -h B cosXO**^ 
I /"^CAsinX/H- BcosXOw*', 



en meme nombre que les parties de la corde. Les fonctions u^ u\.., 
sent determines par les Equations difTerentielles du second ordre que 

voici : 

/ d^u X» 
-j-z -h — u =o. 



(54) 



Par consequent 



d^u" 



V 



dP'^ 






' tt = P sin — -i- Q cos — > 
a a 

u'=Fsin^4-Q'cos^', 
li' = F'sin — TT H- Q cos — ^ ) 
H* = P-sin ?^ + Cr cos ^ , 



AnnaUs scUntifiques de l*£coie NormaU super ieure. Tome IV. 
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Les constantes P, Q, P', Q', . . . et Xse Irouvent au moyen des conditions 
aux limites, comme nous Tavons vu precedemmeot. Celte determina- 
tion n*offrant aucune difficult^ nouvelle, nous en supprimons le detail. 
La partie la plus importante c*est Tequation transcendante en X qui 
fait connaitre les divers sons de la corde totale. Nous allons apprendre 
a la former. 

Pour 6viter des Ventures trop longues, il est bon d'employer le sys- 
teme des notations abreg^es que voici : 

Srzisin— 1 C=cos— > T=tang — » 
a a ^ a 

a! a! ^ a! 



20. Equation transcendante qui donne les divers harmoniques de la 
corde totale. — Gette equation devient de plus en plus compliquee a 
mesurfe que le nombre des parties de la corde augmente ; voici cepen- 
dant une regie tres-simple pour la former dans tons les cas. 

Posons 

<r, =: T -h T' -♦- T" -♦-... , somme des produils un a un, 

^ . (T, = TT' -t- TT' 4- T'T^ -+-... , somme des produils deux ^ deux, 
0-3 = TT'T''-+- TT'T*' -♦-... , somme des produils irois a irois. 



Nous savons que 

( 58 ) tang 1 — j-H — 5-h-...i=: ; . 

Pour ecrire I'equation transcendante qui fait connaitre X : 
1^ On prend le numerateur de la fraction (58) 

0"! ^» -+- fffc .... 

2^ On multiplie chacun des termes de (7, par la letlre a affectee de 
Faccent qui correspond a ce terme. 
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3** On multiplie chacun des termes de a, par — ^, I'accent i corres- 

pondanla la premiere tangenle, I'accenty a la troisieme, I'accent /) a 
la seconde, ces tangentes etant rangees par ordre d'accentuation . 

4** On multiplie chacun des termes de 0*3 par —j-f^ les accents i,y, k 

correspondant respectivement a la premiere, a la troisieme, a la cin- 
quieme tangente, les accents /> et q correspondanl a la seconde et a la 
, quatrieme. La loi est ^vidente, et on la continue pour c^, c^. 

5** On 6gale a zero le numeraieur de la fraction (58) ainsi moditie, 
et on a I'equation transcendante demandee. 



EXEMPLES. 

1° Cos de deux parties. — Le numerateur de la fraction (58) se re- 
duit a 

Modifions-le suivant la regie indiquee, et nous trouvons Tequation 
transcendante du § I" : 

aT-f.a'T'--_:o. 

2° Cos de irois parties. — Le numerateur de la fraction (58) devient 

a. - (T, = T + r 4- T" - TT'T'^. 

Modifions-le suivant la regie, et nous retrouvons I'equation transcen- 
dante du § II de notre Memoire 

aT + a'T' -f- a"T" - ??^ TT' T --:=, o. 
a 

3^ Cos de quatre parties. — Le numerateur de la fraction (58) de- 
vient 

(T. — (73 ^ T 4- r -h T*' -♦- T"' — TT''T'' — TT1'' — TT'T'^ — TT'T". 

En le modifiant suivant la regie ci-dessus, nous obtenons Tequation 

9- 
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Iranscendante en X 



(59) 



a" a" 

- ^ TTT'^ - ^ TPT" = o. 
a! a 



4** Cew decinq parties. — Le numerateur de la fraction (58) devient 

c7. - C73 -h <Ts = T -h r H- T'^ -+- T*" -+- T" - m* - TT"T-' 

^— XX' X* XX' X'' — - XX' X'^ XX" X*' — XX^'X" 

X' X'^X"^ x'X^'X*'^ x'^X'^X'^ -I- XX' X'' X** X • ' 

Modifions-le suivant la regie ci-dessus, et nous aurons pour I'equation 
transcendante en X 



a'V -+- aT -^ a"T -h oT'T'" -^ a^'T 



a' or 



r|v rfnn rp/|y 



(6o) 



_ f!£_ TT"!" - ^ TT'T- - ^ TT'T' - ^ TT'T" 

if a' a' a' 

na}^ aa*^ /x'^i" 

a' a" a" 



a*' 



r¥>/ rp f/y rv> | ^ 



a" a' 



aa"a'^ 
X"X*'X'' -+- ^^^~ xrT''T*'T»* ^: o, 



it Ton continuerait de meme. 

On voit, par la complication des equations (39) et (6o), que les cal- 
culs numeriques relatifs aux cas de plus de trois parties sont, sinon 
impossibles, du moins rebutants par leur longueur. Mais au point de 
vue physique il suffit de constater I'accord entre Texperience et la 
theorie pour les cas les plus simples. 

La demonstration de la generalite de notre regie est facile; on en 
trouve d*ail1eurs une verification en ceci que Ton doit avoir 

lang -^ ' = lang ( — 1 1 f-..j — o, 

quand on suppose 

a-=- a ^=- a , . . . , 

hypothese qui comprend le cas oil /, /', /",... ne sont plus que les di- 
verses parties d'une corde homogene. 
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§ IV. — P^erification experimentale. 

21. La theorie de relasticite n'est pas encore arrivee a Tetat de la 
niecanique celeste; ses equations /ondamentales ne reposent pas sur 
un principe unique verifie par de si nombreuses observations, qu'il n'y 
ait plus a douter de son exactitude absolue. Dans chacun des problemes 
qu'elle traite il s'introduit non-seulement les hypotheses fondamen- 
tales qui conduisent aux equations differentielles des phenomenes etu- 
dies, mais encore des conditions aux limites simples et ideales dont le 
physicien pent approcher, mais qu'il ne peut jamais completement 
realiser; enfin le calculatcur fait abstraction des forces perturbatrices 
qu'il croit petites, et qui compliqueraieut ses equations. II y a done tou- 
jours un interet Ires-grand a comparer les resultats de la theorie avec 
ceux de Texperience; et c'est le seul moyen de justifier toutes les hypo- 
theses faites dans le cours de Tanalyse. Ainsi, en particulier, nous 
avons admis au debut de notre Memoire que les deux parties de la 
corde ont une tangente commune au point de jonction pendant tout le 
mouvement; toute notre theorie est fondee sur cette bypothese : c'est 
la verification experimentale des lois trouvees qui en montrera la legi- 
timite. 

Mes Etudes n'ont porte que sur des cordes formees de deux ou trois 
parties. Les calculs num^riques auxquels chaque experience entraine 
pour le cas de trois sont deja tres-considerables, a cause de la compli- 
cation de Tequation transcendante a resoudre. 

22. Procedes d' experience. — II est necessaire de determiner avec 
precision le nombre de vibrations d'une corde tendue et sa longueur; 
ce sont les seuls elements qui enlrent dans le calcuU comme on le voit 
au § YI du Memoire. Grace aux liberalit^s de TAssociation Scientifique, 
j'ai pu faire usage d'un sonometre construit par M. Konig et dispose de 
faQon a fournir rapidement ces deux quantites. 

Ce sonometre porte, Tune a c6te de I'autre, la corde d'experience 
formee de deux ou trois parties et une corde normale de comparaison 
dont je vais indiquer I'usage. A Tune des extremites de la (able du so- 
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nom'elre se trouve fixe un diapason etalon donnant Vut de 256 vibra- 
tions simples ou 128 vibrations doubles. 

On pent facilement mettre la corde normale k I'unisson du diapason. 
On le fait a pen pres a Toreille au moyen d'une vis a petit pas qui 
tend la corde lentement quand elle est presque arrivee k Taccord. 
Les battements qui se produisent indiquent par leur plus ou moins de 
frequence dans quel sens il faut tourner pour atteindre Taccord parfait. 
On reconnait qu'on y est arrive lorsque la corde se met en vibration 
spontanemcnt aussitot que le diapason vibre lui-meme. Dans cet etat 
la corde fait 128 vibrations completes par secondes, et sa longueur est 
de 1000 millimetres. En la raccourcissant au moyen d'un curseur mobile 
on trouvera la longueur 6 a Tunisson de Tune des parties de la corde 
en experience; une simple proportion donnera le nombre des vibra- 
tions n: 

n _* 1000 

d'oii 

128000 



On voit que ce procede exige que Ton mette a Taccord d'unisson 
deux cordes voisines. Les battements rendent cette operation facile; 
d'ailleurs on a toujours une verification en cherchant si le mouvement 
de Tune entraine le mouvement spontane de Tautre. 

Un moyen connu, tres-simple, m'a servi k trouver les divers har- 
moniques des cordes experimentees; j'entends par la les sons sqc- 
cessifs qu'elle pent donner au-dessus du son fondamental, en se divi- 
sant eu un certain nombre de parties. Si Ton promene legerement 
Tarchel sur la corde en la touchant du doigt en divers points, on arrive 
a trouver par tatonnements les noeuds, et alors la corde vibre sous 
Tarchet sans difficulte, en donnant un des harmoniques. On trouve la 
position exacte des noeuds, soit au moyen de petits chevalets de iil 
leger qui s'arretent en ces points, soit au moyen de curseurs qui, places 
aux noeuds, divisent la corde experimentee en parties donnant chacunc 
i'harmonique qu'on vient de trouver. 

Pour avoir une corde composee de plusieurs parties h^terog^nes on 
peut employer plusieurs moyens: 1° relier par des noeuds des cordes 
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differentes; a° etirer et amincir k la filiere une pailie d'un fil plus 
gros; 3® souder deux fils de metaux differents el passer le tout a la 
filiere. Le premier precede, de beaucoup le plus commode, est un peu 
grossier; mais les perturbations que le noeud produit sont a peine sen- 
sibles, comme on le voit dans mes tableaux d'experience, et il est le 
seul qu'on puisse employer si Ton opfere sur des cordes a boyau. 

23. Notations. — J'appellerai : 

/, I' les longueurs des diverses parties ; 

L ia longueur totale; 

/I, n! les nombres de vibrations doubles des sons fondamentaux 

des parties /, /' ; 
X|, X3 les nombres de vibrations doubles du son fondaniental et 

des harmoniques de la corde totale : ces lettres 3(J'\ DZ^^'K affec- 

tees des indices / et o, indiqueront les sons theoriques et les 

sons observes; 
z la distance au zero des divers noeuds; 
b, b' les longueurs de corde normale k Tunisson de /, /',... ; 
B,, B, les longueurs de corde normale a Tunisson de L et de ses 

harmoniques. 

Toutes les longueurs seront exprimees en millimetres. 

24. Tableau des resuUats donnis par V experience. 

Premitre experience, 

Les deux cordes liees par un noeud sont Tune d'acier I, I'autre a 
boyau /'. 

/ 1= 420 6 = 544 n= 235 BO =^ 1 335 

/' = 58o 6'= 767 n'=i67 X(«) = 96 

Equation transcendante k resoudre : 

tangor-f- o,gi2tangi,4io^ = o* 

Premifere racine : 

2n ' ^^ n ^ 



Digitized by 



Google 



7a MEMOIRE SUR IE MOUVEMENT VIBRATOIRE DUNE CORDE 

Deuxihme experience, 

Menies cordes. Tension differente. 

/ =420 ft =535 /I =1 5i4o B>) — i3i2 

/' = 58o ft' =1 753 /i' =: 1 70 ^%c) = 99,6 

Equation transcendante a resoudre : 

tangj: + 0,980 tang i,4>oj: — o. 

Premifere racine : 

j;x=i,3o3, d'ou 3t.(') = 99,7. 

Troisi^me experience. 

Memos cordes. Tension differente. 

/=42o ft =565 /I =327 B^*) = 1396 
/'=:58o ft' = 809 n'=:i58 5i:,(') = 9i,8 

Equation transcendante a resoudre : 

tangx + o,g68tangi9433^ = o- 

Premiere racine : 

;c = — = i,a88, d'oii —=3^(0=93,2. 

Quatri^me experience. 

Memes cordes. Tension differente. 

/ :i=4ao ft =574 /I =223 B(*»^ = i4i4 

/' = 58o ft' = 8i3,5 n'=i57 Sf^^^'^^QO.G 

Equation transcendante a resoudre : 

tangx-h o,979iangi,4i6jp = o. 
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Premiere racine : 

A ftJC 

X=: = I,2q8, d'oil =^(0=02,2. 

2/1 ^ TT ^ 

Remarque, — Ges quatre experiences faites dans des conditions voi- 
sines sur deux parties bien differentes de cordes reunies par un noeud 
montrent un accord presque parfait avecla theorie. II fauten conclure 
que le mode grossier de liaison n'a pas d'influence sensible. 

Cinquitme experience. 

La corde k boyau des experiences precedentes est raccourcie au 
nioyen d'un curseur jusqu'k ce qu'elle donne le mdme son que la corde 
d'acier; alors 

/ = 4ao 6 = 565 n — 227 B(*J = i iSg 

La corde totale L doit donner, d'aprfes la theorie, Toctave grave du 
son de chacune des parties, savoir 

^(')=:,,3,5. 

Tai multiplie les verifications de la loi demontree par cette expe- 
rience; j'ai toujours trouve un accord presque parfait avec la theorie. 
Cette verification, n'exigeant pas la resolution d'une equation transcen- 
dante, peut etre faite tres-facilement dans des conditions tres-diverses. 

Sixitme expiriehce. 

Les deux parties reliees par un nceud sont Tune / d*acier, Tautre /' 
de laiton. 

Acier... / =44^ 6=412 /i =3ii 
Laiton.. /' = 555 6' = 906 ii'=i4a 

Equation transcendante k r^soudre : 

tangx + 0,567 tang 2,20 J? =? o. 

AnnaUs tcientifiques de TEcole Normale superietire. Tome IV. lO 
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Racines successives et sons correspondants: 



jT, 1^0,904 

Xa^ 2,021 
X3= 21982 

jr4=: 3,840 
:rs= 4,939 
j;,= 5,957 



^^P =z 200 

3t^;^=38o 

<'^rr59o 



1 noBud ; 

2 noBuds; 

3 noeuds; 

4 nceuds; 

5 noeuds. 



Position theorique des noeuds: 



I nceud. 
J5 =: 607 ,4 



2 nocud*. 

^. = 468 

^1=734 



3 uoiuds. 

J.=r364 

«,=::587 

^» == 794 



4 Mends. 
«,=:283 

z,— 5i8,5 
Zi = 679 
Z4-^ 889,5 



L'expericnce a donne: 

X^;^=86,2 
xr:-.93 



5 nflcnds. 

z, ^ 235 
^,= 456 

z^ — 592 
z, — 728 

^.=:864 



(o). 






293 

:36o 



XV'^ = 487 



X^;^=:59i 



Les noeuds sont sensiblement a leur place. Je Tai constate en mar- 
quant a Fcncre les points tbeoriques« en y plaint de petite chevalets 
de fil et en faisant vibrer a cote la corde normale, de maniere a reiMlre 
Pharmonique correspondant. Les cbevalets reslaient immobiles aux 
noeuds marques, el remuaient dans les positions intermediaires. 

Remarque L — Les deux' premiers Mns rend us par la corde pa- 
raissent differer des sons theoriques plus que les autres; mais on pent 
at tri bner cette divergence It des errews d'exp^rience. L^ determina- 
tion des sons graves par le precede que j'ai suivi presente toujours 
quelque incertitude. 

Remarque IL -^ J'ai vu dans cette experience que le noeud qui reunit 
les deux parties apporte des perturbations notables quand la corde lur 
laquelle il se trouve est tres-petite. Dans le cas, par exemple^ oil la 
corde presente 5 noeuds de wibratton, si Ton p]a<!ie 4 curseurs mobiles 
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aux points marques, les diverses parties de la corde doivent toutes 
rendre le meme sod ^g. Or on observe que la portion assez courte qui 
contient le point de jonclion des deux parties vibre difficilement et 
rend un son un pen plus bas. 

Sepii^me experience. 

La corde est en laiton, d*une seule piece, amincie a la filiere dans 
Tune de ses parties. Le noeud de jon^tion ne peiit plus avoir d'influence. 
La partie / la plus longue est la plus fine. 



/ = 642 


ft =947 


n =i35 


/'=358 


6' = 582 


n' — 320 



Equation transcendante a lesoudre ^ 

tango; -h o,9o6lango,6i5a::=:d. 
Racines successives et sons theoriques correspondants 



J?, = 1 ,966 




84 


,5 




j;, = 3,860 


<^ = 


:l65,S 


I ncBud; 


*, = 5,859 


y^'^^ 


:a52 




2 nceuds; 


j:»= 9,710 


<' = 


4.7 




4 nceuds. 


Position tbeorique des noeuds : 










I noeud. 




J noeuds. 


4 noeuds. 




z = 626 




*. = 344 

f, = 6B7 


Z,:=^il6 


L'experience donne : 








^4=812 


Jli'.'" = 83 


I noeud. 




a noeuds. 


4 noeuds. 


X^,'"=.67 • 


Z r=z520 




z. = 346 


Z, = 209 


3(ti"'=25i 






^, = 686 


z,.^4i8 


X<.''^ = 4i5 








z, = 627 



Z4=:8lO 



Les differences avee la theorie paraisseht iBsignifiantes. 



10. 
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Remcwque. — Les sons successifs forment k peu pres la serie 1 » 2, 3» 

4f S» — On pent s*en rehdre compte theoriquement. Nous avons vu 

que si Too a 

a=^a' ou nl=n'l*, 

la corde heterogfene se comporte comme une corde homogfene. Or ( ette 
condition est ici sensiblement remplie, car 

HuitUme expSrience. 

La corde prec^dente est remplacee par une autre plus fine, d'une 
seule pifece et amincie a la filiere dans Tune de ses parties. La plus 
fine / est la plus courte : 

/ =: 332 b = 479 '* ^^ ^^7 

/'=:668 ft'=i5oa n' = 85,2 

Equation transcendante k resoudre : 

ianga:-h 0,642 tang3,i3i x = o. 

Racines successives et sons theoriques correspondants : 

07, riz 0,708 X7^r=:6o 

jra=i,5i6 X^,'^=r 129 1 noeud. . z =:558 

x, = 2,333 51^^/^=: 198,5 2 noeuds. ^1 = 4^6 z,— 713 

X4 = 3,o54 2f^^P — 269 3 noeuds. 2, = 34o z^ = 56o z^ - 780 

Resultats de Texperience : 

JG^;^=:64 

X^,*'^=i3o I ncBud.. z =:SSS 

3((:,^°^= 195 2 nceuds. z, = 4^7 . ^a — 7>3 

X^^**^ = 260 3 noeuds . z, = 340 -2, =r 56i z^-- 782 

Les differences sont sans importance. 
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IVeuvieme experience. 

La corde totale est formee de trois parties de laiton de divers dia- 
melres : 

/ = 357 b = 564 n = 227 

/' = 321 ft' = 472 n' = 27i 

r=:322 b'^^'joS n''^ 182 



En posant toujours 



X— — » 
7.n 



TequatioD (4^) du Memoire, reduite en nombre, devient 

o = langjT -h 1 ,074 tango ,838^ -<- 0,722 tang i ,25o^ 
— o ,67 1 tangx tango ^838 j; tang i , 25o^. 

Racines successives et sons theoriques correspondants : 

^,= i,o63 i^^'^=77 

j:,=: 1,967 Xt/^= 142,5 I noeud.. z =58o 

jr3i=3,ii3 5^^/^=225 2 nceuds. z, = 36o,3 ^,=1^740, 3 

X4 = 4>o35 3'(!»^/^ = 291,6 3 noBuds. z, = 277,9 z, = 573,8 ^3 — 799,4 

Resultats de Texperience : 

X^/^=i4i I noBud.. z —S^S 

X^/^=:225 2 noBuds. z, = 36o -3,— 740 

0i:,^/^=:29o 3 noBuds. ^, = 278 z, = 574 ^3=^798 

Remarque. — Les sons successifs forment a pen pres la serie i, 2, 
3,...; cela tient a ce que les produits w/, /i7', /i'7" sont a pen pres 
egaux. Dansce cas en cfTet la corde h^terogene se comporte a peu pres 
comme une corde homogfene d'aprfes la theorie. 
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DixUme experience. 

Au nioyen de curseurs mobiles les deux cordes extremes de Texpe- 
rience precedenie sont dimmu^es de lofigueur, de facon que les trois 
parties rendent le meme son. 

/ -^ 289 6 = 485 n zzz 264 

r:=2i3 
L = 823 

La t'ormule (5o) du Memoire donne dans ce eas 



2/1 



de la on deduit 

A = l^tai, rr — a — «' =r ^,021. 



Serie des liarmoniques theoriques 



otV^ = 


an 

T ^9° 


3(,'-;-= 2/1 =528 


x*," = 


^ --= 169.5 




aii'/'.-r 


n =264 


X'."=?^+2« = 697 


<>= 


«"+n = 358 


X<"= 3« =792 


,)t<"= 


^'^ -hW =433,5 


iKi<'i=^ + 3«z^886 

TT 


Resultats de 


rexperience : 






X<'" = 90 


^'."^ = 530 




at!,"' s= 169 


a^*,*"=:6ao 




X<'" = 264 


X'."' = 692 




3Ti<<" = 36o 


^r = 795 




-xi'" = 434 


i^t'.-.'z^Sgo 



L'accord est aussi parfait que possible. 
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25. Conclusion. — Les experiences diverses que nous venous de re- 
sumer inontrent que les lois relatives aux cordes helerogenes se veri- 
lient ausai parfaitenrjent que celles qui se rapportent aux cordes homo- 
genes. Nous devons par consequent regarder comnoe parfaitement 
exacte notre hypotbese fondamenlale sur le raccordement des diverses 
parties pendant tout le niouvemenl. 
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NOTE 



CLASSE DE COURBES DU QUATRlfiME ORDRE 



L' ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

Par M. G. DARBOUX, 

AGR£g6 DES StilBNCES MATH^MATIOUES. 



Dans un article insere au tome II de ce Recueil, j'ai avance que I'on 
pouvait deduire de I'etude d'une classe remarquable de courbes unc 
demonstration geometrique nouvelle du th^or^me d'Euler relatif a 
Taddition des fonctions elliptiques. Je me propose, dans cette Note, de 
developper cette demonstration, et d'y ajouter une demonstration analy- 
tique que je crois nouvelle aussi; j'^tablirai en mSme temps un theoreme 
relatif aux courbes etudices. Ce theoreme est la generalisation du 
theoreme de M. Dupin sur les coniques focales, et est aussi enonce 
dans mon precedent travail. 

I. 

Les courbes que nous allons etudier sont les courbes du quatrieme 
degr6 ayant pour points doubles les deux points h Pinfini sur le cercle. 
Nous les appellerons, avec M. Moutard, anaUagmatiques. Cette classe 
de courbes, qui jouissent de belles proprietes, comprend, en particu- 
lier, les ovales de Descartes, dont Tequation en coordonnees bipoiaires 
est 

nr -f- r' = A. 
j^MHales $eienufique$ tU FEcole Nor malt $up4rieure. Tome IV. 1 1 
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M. Chasles a montre (voir Apergu historique) que ces courbes ont uo 
troisi^me foyer F'' situ^ sur la ligne qui joint les deux premiers F, 
F' (Jig. i). Determinons <5e troisieme foyer : soient 

FF = r, FF^=:ar. 




On a, d'apres un theoreme peu connu de Geometrie, la relation sui- 
vante entre les trois lignes MF, MF', MP : 

mf'.f'F" h- Sip'ff - mF'ff'' = ff.fF.ff 

ou bien 

xr»-h cr"'^ — (c -\- x)r'^ = cx[c -h jr). 

Si on rempiace r' par sa valeur en fonction de r deduite de Tequation 
des ovales, r"^ sera egal a une fonction du second degre en r. Expri- 
mons que ce polyndme est un carre parfait, et nous aurons 

c^n} — A* -h cx[n? — i) = o, 

equation qui determine x^ et, en extrayant la racine carree, 

n(A» — c») 



cr" = hr — 



n' —1 



Nous allons prouver maintenant que toutes les ovales de Descartes 
ayant les trois memes foyers forment un systeme double orthogonal, 
c'est-k-dire que par chaque point du plan il passe deux ovales se cou- 
pant a angle droit. 

Pour toutes nos ovales ceix doivent rester les memes, et, par suite, 
si Ton pose 

c-^X=r;9 h = ^i — aS . 

on aura, d'apres Tequation de condition, 



/i^v'T— A^ 
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L'equatibn generate de nos ovales sera done 



(i) rv^i — Ar»a»-h r' = cv^i — a*. 

Ou bien, en designant par r^ la distance au troisieme foyer, 



c 



(2) ry^i — «« — r'^ =: J. ^, — a^k'- 

Lorsque a varie, on a un systeme de courbes dont nous aliens cher- 
cber Tequation difTi^rentieHe. 
Pour cela, difTerentions les equations (i) et (2); nous trouverons 

dr \/i— - «'*» 4- rfr' = o, 
dr ^i — a* — dr' = o. 

Au raoyeade ces Equations nous eliminerons a sans diffjculte, et notre 
equation differentielle sera 

r' dr ^ rdr' ^ cdr'\ 

Prenons pour axes Taxe des ovales et la perpendiculaire au point F, 
nous aurons 

Au lieu des variables x, y prenons les variables 

w = j: -f- yi, 

les expressions de r*, r'*, r**^ deviendront 

r'=:uv, r'>=:(ii — c)(v-c), r*'»=:U--^jU- jjV 

Substituons ces valeurs dans Tequation differentielle, et elevens au 
carr6 pour faire disparaitre les radieaux, nous trouvons 

(3) ''«* ''•^ 



u{u-c)\tt-pj v{v — c)^v — ^^j 



II. 
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Cetle equation differentielle, conyenablement interpr6t6e, donne un 
moyen geometrique simple de mener la tangente aux ovales, quand 
on connait les trois foyers. On a, en effet, 

dv dx — idjr 
y designant Tangle que fait la tangente avec Taxe des x. De meme 

c 
\ 
Notre equation differentielle pent done s*ecrire 

V = h Ar-> 

formule qui donne pour Tangle V deux valeurs distinctes differant 

de -9 et par suite deux directions recta ngulaires. L'angle V se con- 

struira sans difficulte. 

II resulte de ce qui precede que Tune quetconque des deux equa- 
tions 

^i — oek^yfuv-^ ^{u — c)(v — c) = c^i — a*. 



est Tintegrale generate de Tequation differentielle 
du dv 



yju[u^c)[u^j^ ^c.(v-c)(v-^) 



Posons 
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requation difKrentielle devient 

dx djr 

et son integrate generate sera donn^e par Tune des deux equations 

Vi — a'** jcy -fr- ^{i — ^Hi—x^) = V" — «' » 
/TT^ ory ~ 1 V^(i-A«ar')(i-A»r») = ^ V^i - a'Ar* . 

Cest le tbeorfeme d'Euler. On voit que si Ton pose 

•1 du^ j_ /* dx cc -+- jSi 



on aura 
d'oii 



u = c sin' am (a -+- j3i) = :r 4-/1, 



c c 

j: = - sin*am(a+ p/) -h - sin»am(« — (3j), 

r = — .sin* am (a 4- 3i) ■.sin'amfa — fli). 

Si on laisse |3 constant, et qu'on fasse varier a, on aura toutes les 
courbes d*un syst^me. Si. au contraire, on fait varier |3, on aura les 
courbes orthogonales aux premieres. 



II. 



Yoici une demonstration analytique du meme theoreme. 
Soit requation 

(4) ^ = ^(T^ «>){,-*» I*') = A«. 
On en deduit par la differentiation 

(5) ^^^(m.k')u-^2hu\ 
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Supposons que I'on ait trouve deux integrales parliculieres de Tequa- 
tion du premier ordre, et par suite de celle du second ordre. Cherchons 
si ces deux integrales ne seraient pas li^es par une relation finie, 
comme dans le cas de Tequation lin^aire du second ordre. Soit vl la 
seconde integrale partieuli^ret on aura 

Des deux equations du premier ordre on deduit 

On a done, en rempla^ant a'* — v? dans Tequation precedente par 
sa valeur tiree de cette derni^re relation, 

^ ' ,du du' I — A-'w'w'^ 

"■3F-"rf7 

Integrons les deux membres, nous trouverons 

, du du' 

( ) rf^ ^ dt _ _ u'tiu-'Utiu' 

On pent interpreter cette equation de deux manieres. 

On a d'abord 

du du' , 

done Tequation (7) donne I'int^grale generale de I'equation 

du du' 

Autrementi si Ton considere u comme une fonction de t, 

w = (p(0, 
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v! ne peut etre que f (/ + ^) ; on a done 

y(/.^a)Ay(0-y(/)Ay(/4-a) _ 

Cest la formule dont depend ['addition des fonctions elliptiques. 

Le succes de notre methode est fonde sur ce fait que dans I'equa- 
tion (6) le coefficient de la deriv^e de uu! est une fonction de uu!. On 
peut se proposer de rechercher toutes les fonctions Aujouissantde cette 
propriety, car on pourrait leur ^tendre la methode pr^cedente; mais, 
dans cette recherche, qui n'offre pas de grandes difficultes, on ne 
trouve que le cas deja connu des fonctions elliptiques. 



ill. 

Je passe maintenant a la demonstration du theoreme que j'ai donne, 
et qui est la generalisation de Telegant theoreme de M. Dupin sur les 
sections coniques. 

Les courbes que nous avons a ^tudier sout des courbes planes ou 
spheriques dont Tequation est 

ar-H 6r'4- cr" = o, 

r, r\ r" d^signant les distances a trois points pris dans le plan ou sur 
la sphere qui contient la courbe. Les courbes planes etant les projec- 
tions stereographiques des courbes spheriques, leurs proprietes se de- 
duiront des proprietes de celles-ci. 

J'ai montre, dans un article insure dans les NoweUes Annates de Ma- 
thimatiqueSf i864» que les proprietes des courbes spheriques s'ob- 
tiennent sans difficulte si on les etudie comme courbes d'intersection 
d'une sphere et d'une surface du second degr6. 

Consid^rons d'une mani^re generale la courbe d'intersection d'une 
sphere et d'une surface du second degre. Par cette courbe, passent quatre 
cones du second degre dont les sommets ferment un tetraedre conjugue 
communk la sphere et k la surface du second degre. Prenons un de ces 
cones et trois quelconques des quatre {)Ians tangents communs a la 
ere et au cone. Soient P = o, P' = o, F' = o les Equations de ces 
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plans tangeDts. Celle du cone pourra etre mise soub la forme 

Soitun plan tangent quelconque a la sphere {fig. a). La distance MA 

Fig. 2. 




d*un point quelconque de la sphere au point de contact, et la 
distance MP au plan tangent, sont liees par la relation trfes-simple' 

Ma'=2R.MP. 

Par suite, si on designe par r, r\ r" les distances d'un point de la sphere 
aux points de contact des plans P, P', P" on aura 

r«=2R.P, r'» = 2R.P', r''» = 2a.F% 

done r, r\ r" seront lies par la relation 

(9) Xr-f- |utr'-l-r^ = o, 

c'est-a-dire qu'il y a une relation iin^aire et homogene entre les 
distances d'un point quelconque de la courbe d*intersection a trois 
points fixes qui sont des foyers. 

La reciproque est evidemment vraie. 

On peut prendre trois quelconques des quatre plans tangents com- 
muns au cone et k la sphere. Done, k nos trois foyers on peut en ad- 
joindre un quatrieme jouissant des memes propriet^s, et nos quatre 
foyers sont situes sur le cercle de contact du c6ne tangent a la sphere 
mene par le sommet du cone donne. 

Comme on a quatre* cones du second degre, on aura quatre groupes 
de quatre foyers, et les quatre cercles ainsi obtenus se couperont a 
angle droit, d'apres une propriete connue du tetra^dre conjugue dans 
la sphere. 
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Mais on peut gdneraliser beaucoup la relation (9) en considerant 
trois plans tangents quelconques au c6ne du second degr^ : soient Q,Q\ 
Q^ ces trois plans tangents; Tequation du c6ne sera encore de la forme 

Ces trois plans coupent la sphere suivant trois cercles doublement tan- 
gents a la courbe d'intersection du cone et de la sphere. Par ces trois 
cercles faisons passer trois spheres fixes. Soient «, Vy t"' les longueurs 
des tangentes menees d'un point a nos trois spheres. Pour tout point 
de la sphere contenant notre courbe on aura 

L'equation du cone du second degre nous conduira done a la relation 

(10) xt-hfxj'-^r^o 

entre les trois tangentes t, t\ t". Dans le cas que nous avions exarnine, 
nos spheres se reduisaient k trois points. 
Soit d'une manifere generate 

/(?, F, ?',?") = o 

Tequation d'une surface passant par notre courbe; on pourra remplacer 
cette equation par une equation de la fornie 

¥(at\bt'\ct''\dt''^) = o. 

Par exemple, on sait que Tequation d'un cone peut se mettre d'une 
infinite de manieres sous la forme 

pp/_.p//|Mr 

Done Tequation de notre courbe pourra s'ecrire d'une infinite de ma- 
nieres, 

tt' = kt"r. 

On voit encore que la courbe sur la sphere peut etre consideree 

J/uuUes scientifiques de ftcole NormaU supSrieure. Tome IV. 12 



Digitized by 



Google 



go NOTE SUR UlfB Gr\SSE DE COURBfiS 0U QUATRli^ME ORURE 

comme Tenveloppe d'une serie de cercles dent les plans sont tangents 
aux c6nes du second degre. Ges cercles coupent k angle droit le cercie 
focal, puisque leurs plans vont passer par le pole du plan focal. De 
plus, leurs plans enveloppant un cone, leurs poles sont sur une conique 
spherique. Done nos courbes peuvent etre considerees comme enve- 
loppes de cercles orthogonaux a un cercie fixe, et ayant leurs centres 
sur une conique spherique, et cela dequatre manieres differentes. 

Sans insister sur ce mode de recherche, j*arrive au theoreme qu'il 
s'agit d'etablir. 

Parmi tous les cercles doublement tangents a la courbe, il y en a 
generalement d'imaginaires. Alors deux des spheres passant par ce 
cercie se reduiront a deux points reels. On aura done une courbe 
formee par ces points reels. Mais le lieu des points spheres coupant 
la sphere fixe suivant un cercie orthogonal au cercie focal est la 
sphere orthogonale a la sphere fixe et passant par le cercie focal. Ainsi 
la courbe lieu des points spheres doublement tangents a la courbe 
d'intersection est une courbe spherique situee sur une sphere orthogo- 
nale a la sphere donnee: cela nous suffit. Nous appelons cette courbe 
courbe focale. 

Dans la relation (lo) nos spheres se reduisant a des points, les tan- 
gentes ^ t\ t" doivent etre remplacees par des distances aux centres r, 
r', r". On voit done que si Ton prend trois points quelconques de la 
courbe focale, ils jouissent des propriet^s metriques que nous avons 
reconnues aux foyers. 

Fig. 3. 




Prenons trois points D, E, M sur la courbe focale [fig. 3) et desi- 
gnons par r, r', r^ les distances a ces trois foyers. On aura pour trois 
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points quelconques A, B, C de la courbe d'intersection 

On pourra done Irouverdeux coefficients X,, jul,, tels, que Ton ait 

Les deux premieres equations determinent X, et |x,. Si I'on a fixe les 
points A, B, C, D, E, la troisieme sera satisfaite pour tout point M de 
la courbe focale. C'est done Tequation de la courbe focale. On voit 
done que trois points quelconques A, B, C pris sur la courbe primitive 
peuvent servir de foyers k la focale. Done on a deux courbes spheri- 
ques de meme genre ettelles, que chacune est la focale de Tautre. 

C'est la generalisation du theoreme de M. Dupin sur les coniques 
focales. 

A chaque courbe correspondent quatre focales. Ces quatre focales 
sont situeessur une meme surface developpable, dont elles sont lignes 
doubles. Chacune d'elles peut servir de focale aux trois autres, et elles 
sont situees sur quatre spheres orthogonales deux a deux. 

Je donnerai en terminant une propriete relative a un cas particulier 
des courbes que nous venons d'etudier. 

La courbe d'intersection d'un cylindre et d'une sphere peut etre con- 
sideree conime le lieu des points tels, que la somme ou la difference des 
arcsde grand cercle qu'on peut mener tangents ^ un petit cercle d'un 
point de la courbe soit constante. 

C'est la generalisation de la propriety des coniques spheriques (*). 

(*) Voir Nouvelles Annates de MaMmatiques, 1864, el Bulletin de la Societe Philoma- 
ehique, 1867. 



12. 
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SUR 



LES DETERMINANTS FONCTIONNELS 



ET 



LES COORDONNfiES CURVILIGNES, 



Par M. Ed. COMBESCURE, 

AGR^G^, DOCTEUR ks SCIENCES. 



Les recherches suivantes out principaleinent pour objet une cer- 
taine extension au cas general des coordonnees curvilignes obliques de 
la grande tbeorie creee par M. Lame. J'ajoule neanmoins quelques re- 
marques qui ne sont peut-etre pas sans importance, touchant les sys- 
temes orthogonaux. Enfin j'ai cru devoir rattacher toute cette theorie 
a celle des determinants fonctionnels, dont je rappelle les proprietes 
qui me sont utiles, en les deduisant de la consideration de formes qua- 
dratiques. 



§ I. — Forme quadratig lie duproduit de deux determinants. — 
Identith qui en prosfiennent, 

Soient les deux determinants, aux elements tout a fait indepen- 
dants, 



X = 



x'r 




.. 4'^ 








^?' 




. zi'^ 


^'," 


-r . 


.. 4" 


t 


Z 


= 


zT 


'f ■ 


.. .!'•' 


-1-^ 




.. :r;r' 


.r> 




.. zL' 
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94 SUR L£S DETERMINANTS FONGTIONNELS 

et leur produit 



V=: 



t'M fi,l 



Vi.m 



V,., V,,t . . . C,,« 



f... i'-.l . . i'*. 



dans lequel i',;; = lx\^^zf\ la sommation s'eteDdant de ^ = i a ^ = /i, 
ainsi que cela sera toujours sous-entendu pour tous ies indices somma- 



toires. 
De 



dx""'" dx\''' dz'r~' dz''' 



on conclut tout de suite 



2^! 

t 



W d\ 



' dx''' 



oou V, Iz'^'^ 



i ' dz'''' 



o ou V, 



Ies seconds membres etant o ou V, suivant que Ies indices i, j sont 
differents ou coincident. Cela pose, on peut representer le determi- 
nant V par Tune quelconque des n formes quadratiques 

Y^i)^lCi,jx['\^^' 

repondant aux n valours de g^ et dans lesquelles Ies coefficients dj 
conservent Ies memes valours. En effet, dans ces hypotheses et a cause 

on aura, par ce qui precede immediatement, - 



V ou o = 2a:<'' 



(a) 



d¥<t) 



lC,.jlx['^z^'^ = lCi.ji^,.j, 



V ou o = 2 ,(" ^= 2C,„ 2x<'>x,!" = 2 C,„ ..».,; 



et des n^ egalites formees par Ies membres extremes on tirera, pour 
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le coefficient C,-,/, la valeur symelrique t— -On aura done 
En multipliant par — ^ 1 expression ci«dessus de — ^ et prenant 

k i 

ensuite la 2, i\ viendra 



rfF(») rfF(" 



« <ic^«' rfzjf^ 






rf.«' 



el comme, en vertu de (a), tons les termes du second membre dispa- 
raissent, excepts poury = A, il en resulte 



(b) 






Si Ton suppose, pour un moment, que les deux determinants X et Z 
coincident tour a tour Tun avec Tautre, etque Ton pose 



X» = P: 



5i,« 5».« • • • v.» 



Z> = Q = 






ou 



^^j:=lj,^l^[iU(i\ i^,^j^i^j^,= lz'^^zf ei PQ = V- 



on aura, comme cas particulier de ce qui vient d'etre dit, ou par des 
considerations directes tout a fait pareilles k celles qui precedent, 



ou 






les formes/, f verifiant les relations 
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et donnant lieu aux identites 
Maintenant il est aise de voir que 



(c) 



(,, I „ df(t> I _ ^ rfPt*'- 



car de la premiere ligne, par exemple, multipliee tour a tour par xf' et 
par zf\ puis sommee par 2, on conclut 






oil Ton voit tous les termes des seconds membres disparaitre, en vertu 
de (a) (a*), excepte celui qui repond a A =y. 

En multipliant entre elles les deux premieres expressions de x^\ zf 

et sommant par 2, il vient 

g 

e'est-a-dire, par (b*), 

(d) \ et semblablement 

La multiplication des deux dernieres expressions de x^f\ zf' donne 
aussi 

Lorsque les x et les z sont liees par les conditions vij = o ou 1 
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(suivant que j est ou n'est pas different de {), les formules (c) (d) se 
reduisent k 



(c*) 



(,)_irff(*)_^ (,) 



(d*) 






oil PQ = V* = I . Les formes /, f, de leur cote, reviennent a 



2f(») 



afi») 



«(»),(»)- 






I, 



et Texpression de vij qui fait suite a (d) donue 2?/,a5[/,a = o ou i . 

On retombe ainsi, sauf des differences de forme, sur quelques resul- 
tats connus de la theorie des determinants fonctionnels, en supposant 

les «!» ^29 . . . 9 ^1, etant des fonctions des u,, 1^2, . . . , i^„ pris pour va- 
riables independantes, ou reciproquement. 



§ 11. — Relations diffirentielles . — Distinction de deux groupes 

d' Aliments. 

En designaut par t une variable independante quelconque, et posant 
gen^ralement 

(e) ^/r% = <- 
de sorte que 

\y -^ *y.i - ST' 
il est facile de reconnaitre que Ton a identiquement 

(f) p^_2rW^'. 

jinnales scientifiques de V^cole NormaU supirieure. Tome IV. |3 
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ear od conclut de l^» en multipliant par a;if^ et prenant la 2, 

oil, en vertu de (a*), tous ies termes disparaissent dans le second mem- 
bre, a ['exception de celui qui repond a i = A. 

De Tequation (f), muitipliee par -^^, puis sommee par 2, on tire, 
en intervertissant 2, 2, et ayant egard k (b*), 

et des lors, 5 etant une autre variable independante quelconque, on 
aura, en multipliant (f) par --—-9 

g dt ds i •> , d^ ds i '•* / ' /'* 
ou bien 

dx^'^dxf ,,, ,. 

Maintenant, de 

dx'^ 

resulte 

rfRi'l dxf dxf ,. d^xf 

ir^g'W'W^g^ dtds' 
d'ou, en echangeant ^ et 5 et ayant egard a (h). on tire 

^^^ ""5/ rfT^P J- '•^■^'^'••*^-^~ '^'•*^-*^ 

^Gette equation multiple, qui ne me parait pas avoir ete remarquee ge- 
neralement, exprime en particulier Ies conditions d'integralite des 
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systemes simuUanes d'equations lineaires 



99 



(f) 



^^''•'^ _ V R(o dfiiX dxf dp,, 



dx^'^ 



dx' 



iorsqu'oD se propose d'en deduire les x, toutes les autres quantites 
etant ceosees connues en / et en s. On aurait de nouvelles conditions, 
tout a fait pareilles, si Ton introduisait un nombre quelconque de va- 
riables independantes, /, 5, . . . ; et Ton pent observer que rensembli* 
des systemes (f ) pent etre integre, sous les conditions analogues a (A j, 
comme une suite de systemes lineaires separes aux difTerentielles ordi- 
naires. 

Dans le cas des determinants fonctionnels, les R sont soumis a des 
conditions speciales qui proviennent de la relation 





dx^'^ dx^r 




daj dai ' 


d'oii Ton tire 




c'est-a-dire 


, * daj g * da, 


(I) 


Ry=Rir/- 



Cette relation, combinee avec R^"*^ -h R."*^ = -3^^ fournit 

»./ ;.» dak 



(m) 



J'' 2 \ dak dai daj / 



ce qui permet, si on le juge a propos, d'introduire partout les £ au lieu 
des R. 

En vue surtout de la theorie des coordonnees curvilignes, il con- 
vient d'operer une substitution particuliere dan& les formules prece- 
dentes, en se bornant au cas des determinants fonctionnels. Je po- 
serai 

i3. 



Digitized by 



Google 



lOO SUR LES DETERMINANTS FONGTIONNELS 

SOUS les conditions ^ij = i , dij = i , de sorte qu'on aura 



lal'U'' = hj. la^'^al'' = e,;j. 



Les deux determinants 



Ai,ji Ai,ii . . t /,^„ 



V = 



04,1 wi,j • • • 9i,« 
9i,i wj,» • • • »«,« 

9i,» 6>,ii • • • 6(i,» 



seront lies par la relation 

h, h, . . . h.v'v • ^1 '' • • ^v^ = ' • 
On pourra prendre pour les formes /, f les suivantes : 



{<P) 



( 









ou il est enteadu que les X.y, d/,; sont remplaces par I'unite apres les 
differentiations. EUes verifieront les relations 

a*) laj" -X- = o ou A, 2aj" -^ = o ou v. 



(**] 



i 



rfa;»^ 
rfro'*' _ j^ 



y (f (p(g' rfyfy) _ _rfA 
7 rfa'»> rfa(*> ~ rf><,.* 






On aura ensuite, d'apr^s ce que deviennent les (d*), 



9*./ = 



</A 



rfe.-.y 



(rf* 



/rfA ^' j '■' / rfy rfy ' 



"/ /J A 



I I rfA 



/? A rfX,, 



'' h.? V rf9i.. 
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Les (c) seront remplac^es par 



Enfin, en posant 
de sorte que 



(.) 2a,("^=^^, 



'••' ^' dt 



on aura ici 



oil Ji/,, = o. Cette dernifere condition introduit une simplification dans 
les groupes (/), (A), {k), par comparaison avec les gpoupes homolo- 
gues (f), (h). (k). Par contre, la condition (1) est remplacee par cette 
autre un peu plus complexe 

Que si Ton voulait se debarrasser partout des ^, il suffirait d'avoir 
egard a (m), en observant que 

Ces preliminaires poles, j'aborde la theorie des coordonnees curvi- 
lignes; mais» pour simplifier autant que possible la notation, je repre- 
senterai m,, Wa* ^z P^^r ^>y» ^; «!» Ofa. ^a par a, |3, y; /<, /j, 4 par /, 
/w, w; X2,3, X^,„ X,,a par X, fx, v; A^, A^, A, par I, m, n; fia,st 5i,3» 5i,a 
par 6, >3, 0; a^^ ai*S d^\ ai'\ d^^d^, di\ a['\ d^^ par a, a', a", 6, A', A", 
c, c', c"; enfin a$*\ ai*\ a^*^, . . . par a, a', a', .... 
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f^ III. — CoordonnSes cun^ilignes. — DeveLoppement 
des formules. 

Les coordonnees rectilignes orthogonales d'un point quelconque de 
I'espace etanta?, j, z, soient 

F(:r,j, 2) = a, F.(jr,7,z)=(3, Y,(x,x,z)=y 

les equations de trois surfaces oil a, /3» 7 designent trois parametres 
arbitraires qui n'entrent pas dans les premiers membres. Pour chaque 
systeme de valeurs attributes a ces parametres, Tintersection mutuelle 
des trois surfaces determinera, d'apres la conception feconde de 
M. Lame, un point M de Tespace. Les elements lineaires des intersec- 
tions, issus de ce point, etant representes par Ida^ md^, nd^ et X, fi, v 
designant les cosinus des angles que font entre eux ces elements, on 
aura ce premier groupe : 

dx' dy^ dz^ .^ dx dx dy_dy^ dz^dz^__ . 

5^"^^'^rf7'~' T^Ty'^ d^Ty^ d^ dy^ ^""^^ 
, dx* dr^ dz^ , d.r dx dr dr dz dz , 

rf-r' rfr* dz^ , dx dx dy dy ^ dz_ 

57 "^ 5r "^ 37' ~ " ' Jhid^'^did^'^did^-''' 

auquel on adjoindra le groupe reciproque 

dx'"^ dy''^ dz'~^' dxdi'*'dr'a^^dzli~^^' 
. d^' rf|3' rfp» _ , dx dy da dy doc dy _ 

dr . rfy , dy _ da rf(3 .dxdp da dp _ 

d^^^ip^w^-*' i^ii'^'sp'^^indi- '""'• 

oil -j^» — > -jp sont respectivement, au point M, les plus courtes dis- 
tances de deux surfaces successives de la meme famille, eti, ri, 9 les 
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cosinus des angles que font entre.elles ces plus courtes distances. On 
prendra ici 



Idx . dx , dx 
-. f^'"- %-^'- % = -■■ 
k='^- $="*•• JJ=»^. 

Tout ceci pose, on aura 



da ^ d^ . dy 



dx 



dx 



dx 



l^__l^ ^-mb' ^-«r' 
^?_.o- ^-«b'^ ^-«c" 



A = I — X' — jjji' — v» -h a A//V , V = ■ — ^* — ^' — ^' ^- ^ £^® » 
/m/iv^A.lmi^V = i, d\ = sj\lmndad^dy, 

d\ d^signant Telement de volume. Les forn>es {f) deviendront 



(^) 



29 = ( r — X*)«» -f- ( I — a')6» H- ( I — v')c» -I- A; Ac + A^ac -+- A.^a6 = A , 

20 =(i — £»)a»-i-(i — y}»)b*-H (i — 0*)c'-f- v,bc + v^ac-+- y^ab = v, 
2Bj' = (i— e»)a'» -h.... 



les lettres placees en indices indiquent les derivees partielles, de sorte 
que, par exemple, A; = af fxv — X). Ces formes v6rifieront les conditions 



(3) • 



^4'=^- 
"£=- 



V dm 



les 2 affectant toujours les aecente. Les equations (c^) s'ecriront 
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(4) 



' rff . ' do - ' <fy 

" ~^A(i-l') d^' y'A(i-/x'")5F' *'""v'A(i-v') rfc' 



a" = 






a = 



a' = 



\/A(i — X')rfa'' 

d(f' 

v/A(i — X'jrfo*' 

' rfp 

\/v{i — e') di' "" v'vC >—*»') rfb 

' dv/ 



6 = 



</ra 






» c = 



**"■ Vv(«-e') rfa'' 
et les (d*) 



I. » '-*' 



tA, 



v/(i-f*')(i-v*) 



I' V 



iv. 



^(i-yi'jli-e')' 



Ay as I pose 



(6) 



26^ = R(0, 2a^ = Q(0, 2c^ = P('), 



'<f/ 



</r 



j4J=*o, 24 = t<», X»g=*«, 



ce qui entraine 

(6*) R(') + A(0 = ^, Q(0 + ^(0 = ^, p(.) -H (fW = ^, 



Oil t est une quelconque des variables a, ^, y, les (/) s'^criront 



(7) 






da 



^3?=Q"'S-^*"'5J- 
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et Ton aura deux groupes analogues eu accentuant une fois et puis 
deux fois les lettres f, a, b, c. Le groupe {k) deviendra ici 

A (-^ ii^j = (i — v')(P(0^(') — PO^W) + L Ai(R(OpC') _ PORO) 

+ - A^(^')A(') — ^WACO) + i. A,(RC')a<') — RCJ AW), 

A (^^ - ^^\ = ( I - ^')(R(0 $(0 _ R(0«W ) + 1 Ai{«(0 ^C) _ «(') ^(0) 

-H - A^(Q(') ?(•) — QW ^(0) -H 1 A, (Q<0 RW — Qt" R(") , 
A (^ _ ^\ = (i->')(Q(')a(0_ Q<OA(.))+ i A;i(P(o$(') - p(')«(0) 

-h i A^(PWQ(') — p(')Q(0) -t- i A,{A("«C) — A(')«(0), 

Enfin OQ deduira des equations (/), en isolant les d^riv^es partielles 
de /, m, n, 

^ I — X' 1 — i' ' 

</a I— /x»"i I — fx'"^ ' 

dl _ n («) ;./ (y) 

(9) ; ^=_L_RW + Ji£L^(-). 

\ an I — v» 1 — v' 

rfp-7^:^*^ "^7^r5?* ' 

[(,_v>)t^^) + iA,R(^']/ = [(.-v')p("^+iA^AW]m. 
[(, _ x»)aW h- i A^p(''5]m= [(. - i»)Q^^^ -H i A, c/^^Jn, 
^(, _^.)«(«)^ i a,qW] » = [(. -^')R(') h- 1 A,^W]/, 

Je joindrai a ceci les equations des lignes de courbure des surfaces 

AnnaUs scientifiquei de FEcole Nor male sup4rieure. Tome IV. '4 * 
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coordonn^es. Pour un deptacement infiniment petit, efTectue sur la 
surface ol = constante, on a 

' el par suite 
(10) IbSx ==imd^-hnldy, lcdx = rnXd^ -h ndy. 

Si le deplacement correspond k une ligne de courbure, on doit avoir 
d'oii Ton conclut facilement 

£n egalant ces expressions de Ibdx, Ic&x aux precedentes et eli- 
minant ensuite S, on obtiendra I'equation des lignes de courbure de la 
surface a = constante. On obtiendra aussi deux valeurs pour 6, qui 
seront les expressions des rayons principaux de courbure. 

Remarque gdnircUe. — Les formules du present paragraphe corres- 
pondent directement a la question differentielle, ou, les coordonnees 
rectangulaires x^ y, z d'un point quelconque de I'espace etant arbi- 
trairement exprimees par des fonctions determinees de trois variables 
independantes de a, jS, y^ on se proposerait de calculer les principaux 
elements geometriques, soit des courbes d*intersection des surfaces 
coordonnees, soit de ces surfaces elles-memes. 

Mais il se presente la question, autrement difticile, de trouver x^ 
y, ^ en a, /3, 7, lorsqu'on se donne trois conditions disfinetes entre ces 
dernibres variables et les /, . . . , v, I, . . . , 9 ou d'autres quantites qui 
peuvent en d^pendre. Alors les (Equations (8), concurrentiment avec (9) 
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ET LE6 COORDONNEfiS CURYILICNES. IO7 

et (6*), semblent jouer ]e principal role. Combinees avec les trois con- 
ditions donnees, elles sufBsent a la determination complete des fonc- 
tions /, m, . . . , V ou U nif . . . » d et des auxiliaires P, Q» . . . . Une fois ces 
quantites determinees, il se presente la question bien plus simple, et 
que je m*en vais aborder, de deduire les cosinus a» 6, . . . des equa- 
tions (7) et des analogues, dont les (8) assurent precisement la coexis- 
tence. Aprfes cela a?, j, z s'obtiendront d'aprfes (i) par Tintegration des 
differentielles exactes 



§ IV. — Integration d' un systeme particuUer d' Equations 
aux differences partielles. 

Les angles du triedre elementaire M.(a)(|3)(7) etant censes deter- 
mines en a, |3, 7, on pent concevoir menes par le sommet de ce 
triedre trois axes rectangulaires M.X,Y,Z faisant successivement 
avec O.xyz des angles aux cosinus ji,, x\ ju", ife, ift)'» ift)"» ©. G'» G". En 
designant par %, §', ?"; >?, >j', >?"; ^, ^\ ^" les cosinus des angles que 
font avec ces axes auxiliaires les elements des axes curvilignes (a), 
(j3), (7) issus de M, on aura 

af=z A.'l 4- ift,'5'-K e'$% , 



avec les six relations 

et Ton pourra disposer des quelques ^, ii».. . que ces relations laissenl 
encore arbitraires, de fa(;on a donner au sjsteme auxiliaire la position 
qu'on jugera la plus convenable relativement au triedre elementaire. 
Cela pose, si Ton fait 



^4^=^^'^' ^^§ = ^''^ ^^W-^''^ 



14. 
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OD deduira des valeurs prec^dentes de a, 6, c, • . • , 

2c ^ = (t)C' - CV) r(0 H- (?,,' ^ rir)?^'> -4- (rj'C^-- $ V)/><'> -4- TT^^ 

ce qui exprime lineairemeat les P, Q, R, et par suite les -$, ^, a, au 
moyen des p^ q^ r, ou t^ice vend^ et des quantites censies connues. 

Moyennant cette sorte de transformation de coordonn6es, on sera 
amene a considerer^ au lieu du systeme (7)» le systeme canonique 

et deux autres tout a fait pareils en jc»\ . . . , jc'S .... On aura ici 

et les analogues, les lettres placees en indices indiquant des derivees 
partielles, de sorte que Xt = -jj-* Les p^ g, r, censes connus en a, p> y, 
sont supposes verifier identiquement le gvotx^e /ondamental 

(8*) { ^i'^ —^1'^ ■+-/>(') r(') — p(Or(')=:o , 

Du premier groupe (7*) on deduit 

^ = A(7-f.Bt-4-Cu, .ifc = A<r'-4-BT'-hCu', S = Aer^-t- Bt^-4-Cu'', 
A, B, C etant des fonctions arbitraires de p, 7, et les a, t, . • . des fonc- 
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tioDS bien determinees de a, /S, 7, qui se deduiseni d'une solution com- 
plete du premier groupe (7*) {voir ci-apres] integre dans Thypoth^se 
de a seul variable. Ges fonctions doivent verifier les relations ordi- 
naires entre cosinus 

k cause que Ton doit avoir, independamment de A, B, G, 

jio'-i-ife»-4-e»=i, 
et par suite 

En exprimant que les valeurs precedentes de A>, i^,, e v^rifient le se- 
cond groupe (7*), on en conclut 

oil 

r'=: 2t(7^ -4- up(^) -h u'g^^) -h uV(^), 

ces quantites />', 9', r' etant independantes de a. Les equations (7**), 
qui sont de meme forme que (7^)9 mais ne renferment plus de trace 
de a, etant integr^es dans Thypothese de p seul variable, donneront 

A = a9-f-b4' -i-cx, B = a9'+b+'-i-'Cx'» C = a(p" •+- b^j^'' -h ex'', 

(f^^j... etant des fonctions bien determinees de ]3, 7 qui veritient les 
relations ordinaires entre cosinus, et a, b, c trois fonctions arbitraires 
de 7, telles que a' -h b^ + c' = i . En substituant dans les expressions 
ci-dessus de jc, ift», e, on aura des resultats de la forme 

A = ag + bn -4- cC, 111, = a$' 4- by)' -f- c^', e = a$' -f- hn" -»- c?'', 

aux seules inconnues a, b, c; et la verification definitive du troisifeme 
groupe (7*) donnera 

(7-*) ayZzrbr-'-c^', by=:cp''-ar^ Cy = afl^-b/i\ 
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oil 

les/>", y", r' ne dependant que de 7. L'integration du gpoupe (7'**), a 
la seule variable independante 7, donnera finalement 

a = g9 -f- Act H- A-ck), b = g^fi' 4- Ab/ -f- Arw', c = gfO" -+- hm" -f- frw", 

g', A, * etant trois constanles arbitraires» telles que g^ -^ h^ -h k^ = i, 
et les 0, cr, . . . verifiant les relations ordinaires entre cosinus. On aura 
done en remontant 

(12) ju=g5t-hAB-hA'€, ift,=ff3tVAB'-h*C', e=g3i''^hU"-i-k€\ 

J3l, ll, C. .. etant des fonctions actuellement connues de a, p, 7. 

Quant aux expressions de x% ift,', q\ t,\f\ ui,", e", on les obtiendra 
evidemment en remplagant, dans celles de <.^, ob, G qu'on vient de 
trouver, les constantes gy A, k par d'autres g^', A', i', ^", A", F, et eta- 
blissant entre ces constantes les relations habituelles entre cosinus 

gr2-^A'-l-*» = l, gg^'-i-AA'-+-frfr' = o,..,. 

11 n'est peut-etre pas inutile de rappeler que les/?', q\ r' ne doivent 
dependre que de |3, 7, et les p*\ q'\ r" que de 7. Ceci r6suUe de la 
marche ducalcul et des conditions d*integrabilite (8*) qui sont suppo- 
sees remplies. On pent aussi le demontrer directement. Je me bornerai 

dr' 
a prouver que ^ = o. Des identites 

et des analogues en t, . . . , u, . . . on conclut 
et par suite, 
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oil Ton voit tous les icrmes s'entre-detruire quand on a egard a (8*) et 
aux equations que les u veriiient. 

Dans ce qui precede on a a integrer trois fois de suite des systemes 
rentrant dans le typ^ classique, que Ton rencontre a propos de la rota- 
tion des corps, 

da , db dc . 

_=tr-cq, -j-^=cp--ar, - = aq-bp, 

oil p, q^ r sont cepsees des fonctions connqes du temps i. En faisant 
usage de la substitution imaginaire employee par M. Hoppe {Journal 
deCreUe, I. LXIII, p. 122}, 

6sin0-h ccos6 = i, ftcosS — csin0 = /a, oil i = ^—i, 

substitution qui donne 

, ^db ^dc . de 

s,n0^^cos9^-hia^ = o, 

on a, en ayant egard aux equations diffi^rentielles et posant 
tang- = z, 



ensuite 



2' ^ ~ ^''^ -»" (9 + V)-*'— (? - fph 



.da , . . ., do 

I T- -f- (rcos0 -hqs\n9)a -+- -j- — /^ — o. 



z etant determine par Tavant-derniere equation (de Bernoulli), ia der- 
niere donnera a par des quadratures ; 6 et c s*ensuivront. De la con- 
naissance de a, b, c on conclura tout de suite les trois systfemes par^ 
ticuliers qui, pour le premier groupe (7*) par exemple, etaient d^si- 
gnis par a, (t', 7"; r, t', t"; u, v\ u" respectivement. 

On pent varier de diverses mani^res Tintegration du systbme des 
neuf ^nations (7*). Je me bornerai k Tindication suivante : on tire de 
la premiere ligne horizontale (7*) 
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ce qui, en tenant compte de ,ti,* -h ia>' -H c' = i, transforme le premier 
groupe vertical (7*) dans 

DV et e etant census remplaces par leurs valeurs precedentes dans les 
deux dernieres, dont Tune est superfine en vertu des trois autres et 
des relations (8*). La premiere des Equations precedentes fera depen- 
dre X arbitrairement de deux fonctions cr et co bien determinees. Con- 
siderant x comme dependant immediatement de cr et on, la substitution 
dans les deux suivantes conduira k une Equation du premier ordre et a 
une du second entre X9 u et co, quand on aura elimine ]3 et 7 par exem- 
ple, au moyen des formes memes tar et o), ce qui devra faire dispa- 
raitre a. II est facile de voir qu'on deduira de ces equations une equa- 
tion du second ordre qu*on pent considerer comme aux differen- 
tielles ordinaires, en doi par exemple. Les constantes introduites par 
son integration etant considerees comme des fonctions arbitraires ders, 
les equations deja employees et la condition d'int^grabilite conduiront 
aisement a deux equations du premier ordre entre ces constantes, d'oii 
o devra finalement disparaitre. 

§ V. — Systemes triplement orthogonaux. 

Les cosinus X, /x, v etant ^gaux a zero, les relations (9) se redui- 
sent a 

(.5-) -/Q(^> = mP^"\ -mRW=«Qf^\ _»pW = /rW. 

La muIUplication des (i5*) moDtre que Ton doit avoir 
(.6) P-«) = o. 0(^) = o, rW = o, 

/, m, n etaDt supposes diflereDts de zero. 
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Les identites (8) se reduisent, en vertu de (i6), k 
^''^ iR(^)^pWQW, qW = _rWpW. pW = rWqW, 

RW_R(f)+QWpW = 0. 

(.8) jq[|'^-qJ«Ur«¥''^=o, 

pW_P^VrWqW=o. 

et n'equivalent qu'a six distinctes, comme on peut s'en convaincre en 
differentiant chacune des trois derniferes par la variable qui n*y figure 
pas exterieurement. 
D'un autre cote, en ayant egard a (17), (18), on tire de (i5) 

/^^ = _ mRW - my R^«^ = mQ^''¥'^ + nP^^^R^*^ 

de sorte que ces Equations (i5), comme on pouvait le prevoir, ne con- 
duisent ^ aucune relation nouvelle entre les P» Q, R. Done les seules 
relations non identiques que doivent verifier ces derni^res fonctions 
sont exprimees par les equations (16). 

Actuellement les neuf cosinus a, 6, c, . . . peuvent s'exprimer d'une 
infinite de manieres au moyen de trois fonctions ind6pendantes. Si, par 
exemple, on prend les formules d'Euler (Duhajiel, Mecanique, t. I, 
a* edit., p. 267), qui donnent 

P(Oz= cos<p ^ -h sin(psine -J^, 
Q<'>= — sin<p — -4-cos9sin9-^i 
R(0=cose§-H§. 

il resulte de ce qui vient d*etre dit que la determination des systemes 
triplement orthogonaux peut se ramener : i^ k I'integration des trois 

AnnaUi seitmijiques de V£coU Normaie supirieure. Toiii« IV. 1 5 
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equations 



ou 



2** a la determiDation de /, m, /t par les Equations lineaires (i5); 
3^ aux quadratures (c) [dn du § III). 

Quant k /, m, n, qui doivent verifier les Equations (i5), si Vqxx s'at- 
tache a /, par exemple» Telimination de m, n montre que cette fonc- 
tion doit satisfaire aux deux equations simultanees et compatibles 



(20) 



dady Q{<^)dy^^ ^ 



I etant connu> les equations (i5) donneront m et n sans autre integra- 
tion. 

» Cette ni6tbode, que je croyiis nouvelle lors de renvoi de la partie 
theorique da present trarail k Flnstitut (juin i864)f ^avait it6 I'objet 
d'une communication anterieure de M. Bonnet (mars iSS'x). Ce g^o* 
mfetre avait fait la remarqne que t'integration des equations (19) pent 
se ramener k cetle d*une ^uation unique du troisieme ordre, que Ton 
obtient en 6liminant u entre ce» trois equations, et considerant ensaite 
f comme une fonction de ^, a, |3. On pent obtenir one Equation unique 
du troisieme ordre par uo choix un peu different de variables. Si entre 
les trois (19) on elimine f^ ce qui donne 

dt^ d^ du du d^ r . d ( +«\ / Va\ 

da d^ dadp dy dy\u^J \ u'^ J 

et que Ton considere a, /3 comme des fonctions de u, ({;, 7 prises pour 
les variables independantes, on trouve par les formules relatives au 

changement de variables que ^9 TT^'J^ ^^^^ proportionnelles a des 
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expressioiiB qui d« dependent que Aeuei des d^riv^es de /3 relatives k 
^f a, 7 jusqu'au second ordre iDcIusivement. En exprimant que ees 
quantites proportionnelleft satisfont k la condition habituelle d'integra- 
bilite, on obtient Tequation du troisi^meordreannoncee. Cette equation, 
d'une complication moyenne, peut rempiacer celle de M. Bonnet, ou 
vice venAt Buivant lee poiQtft de vue ou Ton se place ("). c 

Methode de M. LanU. -r- En vertu de (i5j et de ce qui est dit sur le 
inoiivement d'un point materiel (coordonnees curvilignes), les iden* 
tiles (17), (18) reviennent k celles de Tillustre auteur relatives aux 
courbures des arcs et a leurs variations; et, en eliminant les P, Q, R, 
on est ramene natqrellement aux gronpes fondamentcuuv [8], [9] des 
coordonnees curvilignes^p. 76, 78): 

Les equations (7) devienneot ici 



(21) 





?s="''"' 


^ = -o<", 


3? =-««'"'• 


^=cp<';-«r'». 


^ =«'"'.■ 


^. =•«'•'• 




^ = aO'''-*P'". 



i dx I dx I dx 



et, en y introduisant y jr-* — jg' "^^ ^^ '^®** de a, fr, c reapeetive- 
ment, elles deviennent 



d*x _ 'a rfo: W/3 rfr ^ ^'y rfr 
rffi? ■" 7 rtfa '^ m> </p ~" n^ rfy' 



^'*'*^ rfarfp"" I da'" m d^ 

(22*) 



(*) Je marque de guillemets retourn^ touted les parties introduites post^rieurement a une 
redaction que M..Hennite voulut bien accepter en mars i865. et qui ne difTi^re de celle 
envoyte a Ilnstitut que par les coosid^rations pr^limioaires sttr les determinants et Tadjonc- 
tion des exemples des §§ VI et YIH. 

i5. 
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II en resulte 

$ = .^,iji>,(.^ — 1ft)), T9 = .i.,e,(e — ^ip), g = ifi„e,(ui>— e). 

H = k— AvjVrfa— rift,fifc'rfp— Ce]e'dy; 

k est une constaDte arbitraire* e^,, <a.|, ift>, ^,, e, d des fonctions arbi- 

traires de a, ^,y respectivemeQt, et les accents marquent les deriyees. 

De ces six fonclioos arbitraires trois peuvent 6tre prises pour a, |3, 7. • 

En supposant ei>, <tf^, e constaniest on a U solution tres-particulibre 

qui donne 

eP^^^=P-2y(«'-*-i), eQ^"^ = 2y(P«— I), eR(«>=-2(3(y»^0, 

e = I -h «»P' -h »>>' -4- ]J»y'. 

Les equations (i5) fournisseut generalennent les trois combinai- 
sonsP^^^ T^ H-R^"^^ ?^ o,..., lesquelles deviennent ici, par la sup- 
pression d'un facteur comnaun, immediatement iotegrables, et d'oii 

Ton conclut 

(P«H-i)m — fy»-i)/t=9(P,y), 

(y»-H,)n -(«»— ,)/=:^(a,y), 

Tirant de Ik lesyaleurs de I, m, n et substituant dans les (i5), on 
obtient 



(y'-')^-*-(y'H-i)3j = o. 



dy ' ay 

d'oii, par la differentiation immediate, 

1^~°' (i<icdy~^' dfd^-^' 
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Integrant et subttituant dans I<» ifcquationil pfecedentes, on en (!on« 
dura lea expreaaiooB definitivea.de f , <f, x» ^^ P^^ ^^^^ 

X, /x, V 6tant trois fonctions dfbitfdires. Les cosinod a, 6, . . . ^tant 
d'ailleurs exprim^s en a, ^, 7, on aura, par Tintegration de differen- 
tielies exactes, 

^ = |[(r+0/x(P)-^(|3'-i)v(y)-(y» + p')Ma)]-^J^^rf«, 

Par exemplet si i'on prend pour h II9 v des fot)6tiong tin^jtires de a*, 
^^, 7* respectivementt on conclura facilemtnt des ^qUationtf obtenues 
les combinaisons suivantes : 

el par suite 
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g. A, k etani des constantes. La pretiiiere de ces surfaces orthogonales 
se reduit a une famille de spheres si g = o. Si, en meme temps, A = o, 
la seconde se transforme aussi en famille spherique, la troisieme res- 
tant ioujours du quatri^me ordre. 

> Get exemple presente cette circonstance que /, m, n renferment 
trois fonctioDS arbitraires d'une variable differente et leurs deriyees 
premieres. II m*a paru au mpins curieux de sayoir si d'autres systemes 
orthogonaux ne jouiraieut pas de la mfime propri^t^. Par Temploi des 
coefficients indetermines, on reconnait, en ayant egard k (i5), (17), 
(18), que les conditions necessaires et suflfisantes pour qu'il en soit 
ainsi sont 

R^^^_ pW_ q(«)_ 

^;"~^* R^^" pC/^)"""^' 

a, b, c etant trois fonctions arbitraires qui manquent de a, /3, 7 res- 
pectivement. 

Ces relations donnent, en ayant egard ii (17) dans Tinteryalle des 
transformations, 

On forme ainsi le triple groupe 

(«) _Q(-)QW=<logQW).^=..., 

[_pWpW=:(lOgp(%=.... 

De la comparaison des membres logarithmiques on conclut, avec 
un peu d*attention, que Ton pent adopter, sous la forme la plus gene- 
rale possible, 

(a')P^^ = eC, P^'^=8B', Q^^^=9A, Q^''^ = eC'; R^"^ = eB, R^^=eA', 

Q etant une fonction tout k fait indeterminee, et A, A', . . . des fonctions 
arbiftraires de Tesp^ce a, b, c. 
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Mainteoant les (17), (18) fournissent generalement les combinaisons 
visibles 

el deux autres analogues, 



(y) 



p03)p(y>_ p(-/) p(/3) _ Q(y)Q(«) _ q(«)q(-/) 
= rC«)r(/^ ^ rC^)r;«) = p(^)qWr(«) ^ p(>)q(«)r(^), 



qui, abstraction faite du dernier membre de (y), presentent cette pro- 
priete de rester absolument les memes lorsque les lettres qui y figurent 
sont multipliees par un meme facteur quelconque. 

La substitution, dans (^), des valeurs prec^dentes de f^^\ P^^\ . . . , 
fournit 






c c; 



'/S — 



d'oii, en differentianl par a, /3, y respectivement, on conclul ces 
formes plus circonscrites 

B'=Gta^,, C'=:Xjift,„ A'^-UJj.e., 

.1., ^i>i, A2 etant des fonctions arbitraires de oc seul, etc.; mais la verifi- 
cation complete des equations non ditferentiees exige que 



IJb, Ub, ~" QQ2 



g^ 



^' =^^k. 



X' lJ!>', 



<^\<^2 ".VjiJloj 



ftlM-A>2 ll'o\)i)1 



^h. 



gy A, ^ etant des constantes qu'on pent evidemment supposer egales a 
Tunite. Ces equations fournissent ..wi/— x< Ji', = o, Les trois con- 
stantes qu'introduisait I'integration de ces dernieres doivent etre egales 
pour la coincidence des trois valeurs de Q deduites de (yj. D'apres cela, 
il est visible qu'on pent prendre 



"^ OL -+- — ? 'X}\ — — OL H- — 1 <■ v»j — — — J • ' 

^ a a a 

Annates scientifiques de FRcole Normale sup^rieure. Tome IV. 
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et, par suite, 



= 



^«?y 



n-a'p^'-ha'y'-i-P'y' 



On retombe ainsi sur Texemple precedent. 

Si des expressions de x^ y^ z relatives k cet exemple, considerees 
deux k deux, on elimine les fonctions arbitraires dont la derivee 
manque, on reconnait que toutes les lignes de courbure des surfaces 
orthogonales sont planes. Si Ton youlait chercher, en partant des equa- 
tions aux rotations (17), (18), tons les pareils systfemes, on aurait 
d'abord, pour exprimer que toutes les lignes de courbure sont planes, 

r(«) p(i8) qCv) 

^=^' ^ = *^' ]^)=' (i;oirle§IX); 

on trouverait deux groupes analogues a (a) et (oc"), sauf qu'il faut 
echanger les indices superieurs de P^\ P^'^^; .... Alors il faut commen- 
cer de particulariser les fonctions arbitraires A, A', . . . , autant que 
possible, au moyen des deux premieres (7). Par la consideration 
d'equations lineaires du troisieme ordre et aux differentielles ordi- 
naires, on obtient des formes comparativement trfes-reduites pour 

les A, A', On continue de les circonscrire par le groupe (/3) ; mais 

je supprime cette analyse, qui exige des details un peu minutieux. c 

J^ VII. — Systeme tripiement orthogonal et isotherme. 

Plusieurs eminents geometres ont cherche a simplifier, par des con- 
siderations empruntees principalement a la Geometric infinitesimale, 
la methode au moyen de laquelle Tillustre auteur des Coordonnees cur- 
viUgnes a montre que le systeme ellipsoidal eiait le seul triplement or- 
thogonal et isotherme. L'importance du sujet me determine a indiquer 
quelques n\pdifications qui me paraissent donner a cette methode 
toule la rigueur et la simplicite analytique que Ton peut desirer. 

La condition d'isothermie donnant [Coordonnees curvilignes^ p. gS) 

/ = BC, m=AC, /i = .\B, 
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A, B, C etant des fonctions arbitraires qui manquent de a, fi, y respec* 
tivementy les relations (17*) deviennent 

les variables placees en indices indiquant toujours les derivations par- 
tielles relatives a ees variables. 

De la premiere on deduit, en differentiant deux fois par a, 

d'oii, en excluant tout k fait Thypothfese de A^ ou A nul. 



da 



les deux premiers rapports devant ^tre respectivement independanls 
de ^ et de 7. De la 

r=/(y)x(«)+/(y)» .^ = f(P)x(a)-i-f,(P). 

les/etj( etant des fonctions arbitraires. II en resulte, en remontant. 
La premifere, en posant 

et designant par $ une fonction arbitrairei donne 

A = $(v), Ay = $'(vK(y), A^=-*'(vK(p). 

Done, en vertu de la seconde, 

Y(v)=^, = «f'(y)/(y)-«'(^)f.((3). 

16. 
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et, en differentiant tour k lour par 7 et /3, 

¥'(v)TD'(y ) = [e'(y )/.(y)y, Y'(t)«'(P) = La)'(P)f.{(3)y. 
Par suite 

/^, K, A, H etant des constantes arbitraires. La forme necessaire de A 
etanl reconnue, et par suite aussi celle de B, G, la verification simul- 
tanee de (17*) donne sous la forme la plus g^nerale possible 

oil g, gt, gi, p sont des constantes quelconques. II y a une deuxifeme 
forme, exponentielle, qui correspond k k infini, mais on reconnaitra 
sans peine qu'elle ne peut verifier les (18*). 
D'apres ces valeurs, la premiere (18*) devient 



M 






si on I'ajoute aux deux autres, obtenues par une permutation circu- 
laire des lettres, il vient 

(ill,) (p — I ) [{ifc — ey-^^gx'^ -4- (c — ^y^'gi ift>" -t- {-^ — '\s^y"*-*g7 c^] = o. 

L'hypothese du second facteur nul, lorsqu'on pose 

gcho''=\]y g,aft,'>=:V, g,e"=W, 

et que I'on prend ju, ift>f e pour les variables independantes, donne, 
par deux differentiations relatives k ji^, 



rfu 
dX 



' ~ ^)^"*"' TT ~" (/^ "^ ^)(^ "" '^)^' V -^- (/^ -^ 2)(X — ift,)P+' w = o, 



(ift> — c)'^' -^^ -f- (p-h 2){/? -+- i){e — a^)^v-f-{p -f- 2)(p -4- i)(-.i. — iji>y w = o. 
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Si Ton suppose p = — 2, la premiere de ces equations fournit 

pour u, V, w des valeurs constantes qui verifient les equations (ji^j, 

mais correspondent a un syst^me isotherme imaginaire, qu'on pent en 

consequence rejeter. On reconnait d'un autre cote que la supposi- 

rf*u 
i\onp= —I, qui donnerait ^-jn = o, ne peut s'accorder avec (j^). 

(p-hi) et {p -{- 2) etant differents de zero, Telimination de v, w 
entre les trois equations precedentes donne une equation du second 
ordre en u qui conduit k la valeur inadmissible u = o. L'equation (uj,) 
exige done forc^ment que Ton prenne /? = i . En se rappelant que 

Tequation (ju) devient alors 

Isolant w et differentiant trois fois de suite par j^, on obtient, apres 
la suppression du facteur (iii> — e), que la premiere diff'^rentiation 
introduit, 

Done X, Xo X2 etant des constantes arbitraires, on aura, en remontaftl 
ou par symetrie, 

u = fAi* -h IX* H- "ktX -h X„ 

w = e»-hXe» H-x.e -^x,. 
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et par suite, u, v, w ayant ces valeurs, 



/i \/| v1 



Quant a ia determination finale de x, j^, z, il n'y a rien a substituer 
au calcul de M. Lame. 



J^ VIIL — Systeme orthogonal deduit du systeme elUpt'ique. 

Lorsqu'on connait un systeme orthogonal particulier, on pent en de- 
duire les cosinus a, 6, c, . . . et les P^'^^ P-'^\ . . . en a, /3, 7. Si Ton sub- 
stitue ces valeurs p^rticulieres des P, Q, R dans ies equations (i5), et 
qu*on integre ces dernieres equations en prenant /, m, n pour in- 
connues* on obtiendra les expressions de ces inconnues avec trois fonc- 
tions arbitraires generalement. Puis, en conservant les valeurs parti- 
culieres des a, 6, c, . . . on aura les x, y, z par des quadratures. Yoici 
un exemple propre a montrer Timportance de cett^ remarque. En po- 
sant 

h, kyj etant des constantes, les formules relatives au systeme ellip- 
tique peuvenl s'ecrire, eu supposant ot> ^> y^ 



\ 



*. = \/ G{k-j){cc-h){^-h){Y-T) . i /. = v/(«-P)(«--/) . 
. X' = \/G(j-/i)(«-ArHP-Ar,'(y -/.•). j m, = v/(«- (3)((3-y) . 

, Les valeurs correspondaotes des P, Q, R seront, d'aprfes (15), 

R(«)= \ i/*E2, r01)=: I 4/0,.... 

Subslituant ces valeurs dans les m£tnes Equations (i5), (ao), oil Ton 
regarde actuellemenl /, m, n comme trois fonctions inconnues, les (ao) 
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(looneroDt, pour determiner A 

dad^ "^ 2(a - |3)(a - y) rfp "*" 4(«-P)' "" ""' 



12': 



3a^ 2(a-P)(a~y)rfy"^4(a-y)^ 



= o. 



Si Ton pose / = /< a, et uU^rieuremeDi m=^m^v, n = n^w, les deux 
equations precedentes deviendront, en observant que /« est une de 
leurs solutions communes, 

^, d*u ^ du du 
, d^u , du du 

Os equations admettent la solution simple 

T 



(«-OV(a-0(P~0(y~0 

T| / etant des constantes quelconques. Les equations (i5) fournissent 
les valeurs simples et correspondantes de v, w, et Ton a la solution 
tres-g6nerale 

u = z 



T 

(p-/)v'(«-0(P-0(y-o' 

T 



le 2 s'etendant a toutes les valeurs qu'on voudra de T, t. Poor trou- 
ver -r, y, z on prendra 



■ rfx._ I . / G«--y)((3-A)(y-A) ._ 

et par rintegration des differentielles exactes (c), § III, on trouvera 

X = \/G(k—j)(a — h){& — h)(y — h) 1 ^ . 
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T 



r=\/G(j-A)(a-A-)((3-A-)(y-/r)Z 



T 

{y~0v(«-o(13-0(y-o' 



Les systenies, en nombre infini, compris dans ces formules, ont evi- 
demment la meme image spherique que le systeme elliptique. 

§ IX. — Des surfaces applicahles. 

J'introduis ce dernier paragraphe pour rattaeher a la theorie gene- 
rale des eoordonnees curvilignes ia theorie partielle de la deformation 
des surfaces, qu'il est impossible de deduire des formules deM. Lame. 
Si dans les equations (i5), § V, on introduit Thypothese /i = o, elles 
deviennent /y = o, my = o, P^^^ = o, Q^*''^ = o, R^*''^ = o, et 

(.4) rW=-'A r('^^=^, mpW + /Q('^) = o. 

ml ^ 

On ne pent plus faire usage des relations (17), (18) ou (i7'), (18'), 
etablies sous la condition expresse de P^"\ Q^'^^ R^^^ egaux a zero. 
Mais en revenant aux identites (8), oil cette supposition n'a pas ete 
introduite, et oil Ton fera X = o, jui = o, v = o, on aura ici, en ayant 
egard ^{i[\), 

(«'"'"'-''"V'=(itV(;=).. 

('5) oS'>-Qj''+==p'"+ip«=o, 

p«)_p05)_^q(/3)_^q(«;^^ 

r ^- m I 

Les equations (^4), (25) correspondent au probleme de Vapplication 
des surfaces quand / et /n sont donnes en a, |3. Dans le cas particulier 
de /= I, on retombe, en eliminant Q^'^^, sur les equations yb/icfcime/i- 
tales de M. Bour [Journal de I'Ecole Poljtechnique, XXXIX* Cahier). 
Lorsqu'on aura tire de ces equations les valeurs de P^"\ P^^^ Q^\ Q^^\ 
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on obtiendra les cosinus par rintegration des equations (7), qui son! 



ici 



(26) 



da m ^ ' 


||=6^"-cQ'« 


da m 


?p = «'^'-«T=. 



etqui ont ete constderees plus gen^ralement au §rV. On aura ensuite 
X, y, z par les Equations (c), § III. 

Si Tod veut se debarrasser de toute espece d'auxiliaires et determiner 
directement x, par exeinple, il n'y aura qu'k eliminer P^*\ P^^^, Q^"\ Q^^^ 
entre f a6) et la premiere (a5). On obtiendra ainsi 



[27) 



da 



^""o^l da .db\ l^ I da ^ .db\ 



oil Ton remplacera c* par 1 — a^ — b^, a et b par 7 3- ^^ — jg' cequi 

fournit I'equation du second ordre que doit verifier une quelconque des 
coordonnees a?, y, z. 

Un autre mode de solution resulte de I'emploi des formules d'Euler, 
lesquelles transforment (34) dans 

da da m 

_^COS0^_-^: 

( dB . , .d^\ .( . do , ^d^\ 

"" 1 ^^^'^ rf^ "^ sin9 sinO ^ j = / ( sin9 ^ -~ C0S9 sinO ^ j • 

Les equations (25) sont alors de simples identites. Lorsque y, ^, 6 ont 
ele determinees en a, /3 par ces trois equations, les formules d'Euler 

AnnaUs scientifiques de PEcole A'ormale superieure. Tome IV, 1 7 
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donneot tout de suite les eosinus, et les qundratures (e), ^ HI, four* 
nissent enfin x, y, z (*). 

> Des equations des Ugnes de courbure d'une quelconque des sur- 
faces considerees, savoir 

d'oil 

Od conclut, en comparant avec la premiere (a5), que le produit des 
inverses des rayons principaux de courbure est 



m/LU^^v / yj' 



En designant par w^*^rfa, y^*^rfa, r"^ les angles de contingence, de tor- 
sion, et rinclinaison, sur le plan tangent, de la courbe j3 = const., 
en appelant J^^d^^ v^^d^, e^^ les quantity analogues pour la courbe 
a = const. (6^*\ €^^^ sont compt6s a partir du plan osculateur corres- 
pondant, en supposant que celui^ci tourne autour de la tangente dans 
le sens direct) il est facile de voir geometriquement ou analytique- 
ment que 



p(«^=.«+cir\ 


P<^^ = «Wsln/^>; 


QW = J-^sine^«V 


Q^^ = J^Wtf\ 


RW = o/->cose^«\ 


rW = J^)cos/^\ 



Lorsque, pour une surface individuelle, a = const., ^ = const, cor- 
respondent aux lignes de courbure, il resulte des equations ci-dessus, 
relatives k ces lignes, P^*^ = o, Q^^ = o. Dans ce cas w^*^ + b^^^ = o, de 

faQon que, si la ligne est plane, le rapport -^ ne depend point de a. 

(*) J'ai appris que les r^sultats ci-dessus avaient 6t^ ^tablis par M. Codani, mais je ne sais 
k quelle ^poque praise. 
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Rema/^ue finale. — S'il s'agissait d'etablir le plus simplemeDt pos- 
sible les diverses formules relatives, soil aux surfaces applicables, soit 
aux systemes triplemeDt orthogonaux, il suffirait evidemment de 
prendre les formules classiques de la Mecanique qui donneut les va- 
riations des cosinus au moyen des composantes des rotations. On ecri- 
rait deux fois ces equations dans le premier cas, troisdans le second, 
avec des composantes de rotations differentes (les deux ou trois 
groupes (7*), § IV, par exemple), on ecrirait le groupe (8*) (meme 
paragraphe), que je presume avoir etabli, le premier, dans sa genera- 
lite; puis, en faisant coincider les axes rectangulaires mobiles avec les 
tangentes aux trajectoires orthogonales de la surface (le troisieme avec 
la normale), on retrouverait les formules du present paragraphe, tandis 
qu'en les faisant coincider avec les tangentes aux courbes d'intersec- 
tion des trois surfaces orthogonales, on obtiendrait les formules rela- 
tives a cetle Iheorie. C'est cette dernifere marche qu'a adoptee M. Bonnet 
en employant tout de suite les formules d'Euler, ce qui lui a dissimule 
un peu, ce me semble, le role des rotations partielles, doat la compo- 
sition analytique, negligee par M. Lame, avait, d'un autre cdte, laisse 
steriles pour cet illustre geometre les trois conditions geometriquement 
evidentes P^^^ = o, Q '^^ = o, R^ = o. . 



»7- 
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MEMOIRS 



THEORIE MECANIQUE de lElectricitI 



MASSE teCTRIQUE DES CORPS CONDUCTEURS, 
Par M. MARIE-DAVY. 



Dans le second fascicule de mes Memoires, public en 1862, j'annon- 
Qais comme devant paraitre prochainement trois Memoires traitant, 
Tun du pouYoir electromoteur des piles thermo-electriques, Tautre de 
la pression electromotrice des diverses piles, le dernier de la transfor- 
mation de la force vive electrique en travail mecanique. Ces Memoires 
^taient alors tr^s-avances; mais j'ai du suspendre mes recherches sur 
Telectricite pour me livrer a d*autres etudes. J'ai pu reprendre recem- 
ment la question des pressions el^ctromotrices; elle fait Tobjet du pre- 
sent Memoire, et m'a permis, dans Tordre d'idees oil je me suis place, 
de determiner la masse de la substance qui, dans un corps conducteur, 
participe au mouvement electrique. Cest cette masse que j'appelle 
masse ilectrique du conducteur. 

Pour Fintelligence de ce qui va suivre, je crois necessaire de resumer 
rapidement mes travaux anterieurs. 

Dans ma pensee, Felectricite dynamique est due k un mouvement 
vibratoiredissymetrique, c'est-a-dire dans lequel Telement vibrant exe- 
cute des excursions inegales des deux cotes de sa position d'equilibre 
normal, avec deplacement graduel de cette position d'equilibre. Cette 
dissymetrie aurait pour cause statique la dissymetrie des surfaces de 
contact de deux corps differcnts, et, pour cause dynamique, le travail 
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moleculaire qui s'execute en ces surfaces dans les piles ordinaires, ou 
dans la force vive qui leur esi apportee sous forme de chaleur dans les 
piles thermo-electriques. Cette pensee date chez moi de vingt ans; elle 
m'a servi de guide dans ioutes mesrecherches. Ce n'est toutefois qu'une 
hypothese, et, tout en laissant involontairement percer dans mes ecrils 
nies preoccupations theoriques, je ne I'ai jamais coosider^e que comme 
un instrument de recherches et un stimulant au travail. 

Envisageant Telectricite comme quelque chose qui semeut, j'ai base 
mes formules sur les principes elementaires de la dynamique, sans y 
faire intervenir en rien la nature du mouvement, laissant a Texperience 
le soin de decider sur ce dernier point. On ne retrouvera done pas 
dans ce qui suit une methode analytique directe allant au but par le 
chemin le plus court; mais une serie de tatonnements, oil chaque pas 
en avant est appuye sur une donnee experimentale. Si mes conclusions 
sont jugees etre, dans une mesure sulRsaote, d'accord avec les faits, 
quelque geomfetre pourra reprendre la question par des precedes plus 
precis, montrer les points restes en souffrance et provoquer de nou- 
velles experiences. 

J^tat variable des courants. 

Les propositions sur lesquelles je me suis appuye sont les suivanles : 

i^ Que reiectricite se transmette dans ses conducteurs comme la 
lumi^re et la chaleur se transmettent au travers du vide ou des corps 
diaphanes et diathermanes, ou bien qu'elle se propage de molecule ii 
molecule comme le fait la chaleur dans les corps athermanes, cette 
transmission ou propagation se fait dans un temps excessivement court 
et negligeable lorsque le circuit n'a que quelques dizaines de metres 
de longueur. 

^^ L'intensite d'un courant est proportionnelle, toutes choses ^gales 
d'ailleursy a la vitesse v du mouvement electrique qui le constitue : 
mouvement qu'il ne faut pas confondre avec sa vitesse V de transmis- 
sion ou de propagation. L'intensite du courant est en meme temps pro- 
portionnelle k la masse m en mouvement, et, par consequent, propor- 
tionnelle au produit mp. 

3<* La resistance R qu'un courant electrique eprouve de la part de 
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ses condueteurs croit proportionnellement k lavitesse v du mouvement, 
toutes autres choses egales d'ailleurs. 

4° La resistance d'un conducteur croit en meme temps proportion - 
nellement a sa longueur, le courant restant le meme. 

Ces divers points poses, si» considerant un element dl quelconque 
du circuit, j'appelle 7 Tacc^leration due a la difference des pressions 
electromotrices des deux cotes de cet element, v la vitesse du mouve- 
ment electrique au meme point au bout du temps ^compt6 k partir du 
moment oil le circuit est ferm^, et S Tacceleration negative due a la 
resistance qu'un mouvement d'une vitesse egale i rencontre dans 
Tunite de longueur d'un circuit identique a Fel^ment dl, j'aurai 

La pression i^leetromotrice ne se transmettant pas dans un temps ri- 
goureusement nul au gravers de toute la longueur du circuit, 7 est, en 
realite, elle-meme une function du temps t. L'equation difTerentielle ( 1 ) 
deviendrait done trfes-compliquee si on voulaitia rendre explicite. Mais 
comme la vitesse Y de transmission ou propagation de Telectricite est 
excessivement grande, si le conducteur n'a que quelques dizaines de 
metres de longueur, on pent y considerer cette vitesse Y comme infinie : 
Terreur ne sera pas d'un millionieme de seconde. La pression electro* 
motrice se repartira instantanement sur toute la longueur de la masse 
electrique a mouvoir, etTequation differentielle prendra la forme simple 
que nous lui avons donnee plus haut. On pent la mettre encore sous 
une autre forme. 

Quelque complexe que soit le circuit d'une pile, on pent remplacer 
par la pensee chacune de ses parties par une longueur ^quivalcnte d'un 
conducteur normal de section egale k Tunil^. Soit /la longueur totale 
(le ce conducteur, dont la resistance equivaut k celle du circuit total ; 
soit m la masse electrique de Tunite de longueur de ce conducteur; 
soit A la pression ^lectromotrice totale de la pile. La difference des 
pressions aux deux extremites de Tunit^ de longueur du circuit hypo- 

thetique sera -T ' ^t Tacceleration sera 7 == — )• D'un aulre cole, la force 
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resistanie de Tunite de longueur sera ^ et son acceleration negative 

b p 
sera — p = ^v, 
m 

Nous aurons done 

dt ml m ml ' 

D'ou, en integrant de o a ^ 
(3) . = jl,(, _.-..). 

L'intensite i du courant, proportionnelle a mv, peut etre representee 
par kmv, k etant un coefficient variable avec T unite adoptee dans la 
inesure de i. L' equation (3) devient alors 

<4) f = i7(' -«-")• 

De ce qui precede, nous deduisonsa lafois les lois de Tetat variable 
et celles de Tetat permanent. 

Dans I'etat permanent ^ = o, ce qui donne 

(K\ ilk 

(5) m.= j^ = ^j^ 

Et conime Tetat permanent n'est obtenu qu'apres un certain temps, et 
que ce temps est tres-court, nous en concluons que S est plus grand 
que Tunite et de plus tres-eleve. En faisant en effet 6^ = oo dans Tequa- 
tion (4) nous retombons sur Fequation (5). 

Mon premier et mon second Memoire (i*^ fascicule) sout consacres 
au choix et a la fixation d'une unite d'intensite de courant et d*une 
unite de resistance. Le troisieme a pour objet la determination de S. 

Les formules qui, dans ce dernier Memoire, me permettent de de- 
duire S des donnees de Texperience sont homogenes par rapport a i; 
elles sont done independantes de I'unite de courant adoptee; elles sont 
egalement independantes de m. 

Or, en operant sur des conducteurs tres-divers, cuivre, fer, plomb, 
platine, sulfate de cuivre en dissolution, j'ai trouve pour S des nombres 
variant dans des limites qui ne depassent pas les limites d'erreur pos- 
sible des experiences. Deux des nombres les plus eloignes, 18800 et 
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17600 ont ete obtenus avec le meme fil de platine dans deiix experiences 
ou rintensit6 du courant avail varie seulement de 17,2 k i7»4> toutes 
autres ehoses egales d'ailleurs. II est d'autant plus permis, dans une 
premiere approximation, de considerer ces nombres comme constants, 
qu'il sufBt de replier lefil sur lui-meme pour reduire k moitie la valeur 
de S. J'ai pris S = aoooo en nombre rond. 

De la Constance de S et de sa valeur elevee decoulent plusieurs con- 
sequences, entre autres celle-ci. Dans un circuit d'une nature quel- 
conque dont les parties ne s'influencent pas mutuellement et dont le 
courant n'execute aucun travail exterieur, ce courant arrive a son etat 
permanent, a un miltieme de son intensite prfes, au bout de ~^ de 
seconde environ. Cette dur^e de Tetat variable augmente quand le cou- 
rant execute un travail exterieur. 

ConductihiUti des corps. 

A 
Dans notre equation (2) j est la difTerence des pressions ^lectromo- 

trices exercees aux deux extremites de Tunite de longueur du circuit 

hypothelique, A etant la pression electromotrice totale de la pile. —. 

est Tacceleration due a cette difTerence de pression; c'est ce que nous 
avons appele 7. L'accel^ration due k la pression electromotrice totale 
agissant sur la meme masse m sera done ^gale k 7/. Je pose 7/= G. 
J'aurai alors A = mG; et, si j'appelle fx la masse ^lectrique de Tunite 
de volume de mon conducteur hypoth^tique et s sa section, nous 
aurons m = fx^ et 

(6) A = |tx*G. 

Les equations (3), (4) et (5) deviennent alors : 

ArmaUi sdentifiquet de tEcole Normale sup^rieure. Tome IV. 1 8 
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Or, depuis les travaux deMM. Ohm, Fechner et Pouillet, on sail que 
les lois de la pile se resument dans la formule suWante : 

dans laquelle B est ce que Ton appelle force electromotrice de la pile, 
et oti Cy set I representent la conductibilite, la section et la longueur 
du conducteur hypothetique substitu6 aux diverses parties du circuit 

reel. Sans nous occuper pour le moment des termes B et g» qui, dans 

Tune et I'autre formule, sont des quantites constantes, nous sommes 
conduit par la comparaison de ces deux equations a considerer c comme 
proportionnel a p.; c'est-a-dire que la conductibilite d*une substance 
serait proportionnelle h la masse electrique de Tunite de volume de 
cette substance. 

D'un autre cote, la force resistante r de Tunite de longueur de notre 
conducteur hypothetique est egale a §m^, ou a ^[isv. En rappelant 

que T = /wp = /x^p, nous en deduisons 

(ii) ''—^r 

Cette resistance est done proportionnelle a Tintensite i du courant; 
mais elle est independante de la nature du conducteur, puisque le 
coefficient 6 en est independant lui-meme. 

Le travail resistant Tr de Tunite de longueur de notre conducteur 
hypothetique est egal a /v. Nous aurons done 

(12) Trz=^u.si^ = — ~; 

ce travail resistant est proportionnel au carre de Tintensite du courant; 
mais en meme temps il depend, par /x, de la nature du conducteur : il 
varie en raison inverse de la masse electrique de ce conducteur. 

Si aucun changement moleculaire de nature physique ou chimique 
n'est produit par le courant, le travail resistant Tr apparaitra tout 

cntier sous forme de chaleur; S/m^i^* = — ^, sera done Tequivalent de 
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ia quantite de chaleur depos6e durant chaque seconde dans runit^ de 

longueur de notre conducteur par le courant y En designant par q 

cette quantite et par e Tequivalent mecanique de Tunite de chaleur 
employee pour exprimer q^ nous aurons 

q est proportionnel au carre de i. 

Or les experiences de M. Joule nous ont appris que la quantite de 
chaleur deposee par seconde dans I'unite de longueur d'un conducteur 
par un courant d'intensite i, est proportionnelle au carre de i et en 
raison inverse de la section du conducteur et du degre de conductibi- 
lite de la substance dont il est forme. Ces lois se resument dans la for- 
mule suivante : 

(.4) y = D^^. 

En comparant eotre elles les formules (i3) et (i4)f nous arrivons 
encore a cette conclusion que cdoit etre proportionnel a /x. 
En posant c= afi, les equations (9) et (i3) deviennent 

Ces deux dernieres equations donnent k leur tour, 

(•7) ?' = 7 7-' 

ou bien encore, 

(18) g/= - |tJL5G4/= - Ai'. 

Cest-a-dire que la qualite totale de chaleur deposee par seconde dans 
tout le circuit est Fequivalent du travail de la pression 6lectromotrice 
de la pile, quelles que soient la nature el les dimensions du circuit, ce 
qui est conforme aux resultats de MM. Favre et Silbermann. 

18. 
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AvaDt d'aller plus loiD, voyons comment^ d'apres les diverses hypo- 
theses admises pour Telectricite, on peut comprendre la proportionna- 
lite entre la conductibilite d'un corps et la masse electrique de son 
unite de volume. 

I** Theorie des deuxfluides. — A une ^poque peu eloignee de nous, 
la theorie des deux fluides etait admise par la generalite des physiciens; 
elle Test meme encore aujourd'hui par un grand nombre d'entre eux. 
Dans cette theorie, chaque element d'electricite neutre du conducteur 
est decompose par Telement anterieur ; son electricite positive est 
poussee en avant pour produire une decomposition pareille sur Tele- 
ment suivant ; son electricite negative est attiree en arriere et se com- 
bine avec Telectricite positive de Telement anterieur, pour reconstituer 
du fluide neutre propre a subir indefiniment le meme effet. La vitesse V 
de propagation de Felectricite depend de la vitesse avec laquelle la 
polarite des elements de fluide neutre se propage d'un bout a Tautre 
du conducteur; la vitesse v du mouvement electrique depend de la 
vitesse avec laquelle les deux fluides se separent sur un element et 
se reunissent de nouveau entre fluides fournis par deux elements 
consecutifs. 

Rien n'emp^che d'admettre, dans cette theorie, que la conductibilite 
d'une substance soit proportionnelle ^ la masse |x des elements de 
fluide neutre contenus dans son unite de volume. La decomposition du 
fluide neutre et sa recomposition alternatives s'opereraient avec une 
vitesse d'autant moindre, pour produire un memecourant, que la masse 
de ce fluide neutre serait plus grande. On I'admet sans difficulte pour 
un meme conducteur dont la section varie ; il n'est pas plus difficile de 
I'admettre en passant d'un conducteur a un autre. 

2** Theorie d' un seal fluide. — Pour les physiciens qui considerent un 
courant electrique comme un veritable flux d'un fluide particulier au 
travers du conducteur, on arrive a une conclusion analogue. La meme 
quantite de fluide circule au travers de toutes les sections d'un meme 
circuit, homogene ou non de nature et de section. En admettant, ce qui 
est facile, que le fluide se repande uniformement dans toute Tetendue 
de chaque section, et qu'il y conserve la meme densite, la masse de 
fluide en circulation dans un conducteur de longueur i sera propor- 
tionnelle a la section du conducteur, et aussi proportionnelle a la 
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somme des ouvertures des canaux qui, dans Tunit^ de section, livrent 
passage au fluide. La conductibilite d'une substance sera proportion- 
nelle k cette derniere somme. 

Cette theorie d'ailleurs pent etre comprise d'une autre maniere : 
rien, en effet, n'oblige k supposer que le fluide electrique soil distinct 
de I'ether. L'identite des deux fluides admise, nous retrouverions la 
distinction des deux vitesses Y et f^. Y, vitesse de propagation de 
I'electricite, serait la vitesse avec laquelle la pression electromotrice 
se propage dans toute la longueur du conducteur ; (^, vitesse du mou- 
vement electrique, serait la vitesse de translation de Tether. Dans ce 
dernier cas, /x representerait la masse de Tether qui, dans Tunite de 
volume d'une substance donnee, peut se deplacer dans le sens du cou- 
rant pour produire ce dernier. 

3** Thiorie des vibrations, — Reste une dernierte hypothese, celle du 
mouvementvibratoire. Ici, c'est Tether intraparticulaire, en y compre- 
nant tout ou partie des atmospheres ^therees des elements materiels, 
qui entrerait en vibration electrique; ricn n'empecherait meme que les 
elements materiels y participassent dans une certaine mesure. /x expri- 
merait encore la masse vibrant electriquement dans Tunite de volume 

du conducteur. i^ aurait pour expression - / ^5 dans laquelle t 

serait la duree d'une demi-oscillation simple et Ja la projection, sur la 
direction du courant, de Tare de courbe parcouru pendant le temps 
dx par Telement vibrant. Nous reviendrons plus loin sur ce point. 

Jusqu'a present, rien ne nous oblige a nous prononcer entre ces trois 
theories. Nous admettons seulement que la conductibilite d'une sub- 
stance est proporlionnelle a la masse du fluide conducteur du mouve- 
ment electrique, ou le constituant, qui est contenu dans Tunite de 
volume de cette substance. Chacune des trois hypotheses peut satis- 
fairea cette condition; voyons maintenant ce que dit Texp^rience. 

Mon quatrifeme Memoire ( 2""® fascicule 1862) a pour objet Tetude 
des conductibilites des diverses dissolutions salines. 

On admet en physique que le carre de Tindice de refraction absolue 
d'un corps est proportionnel k la densite de Tether conducteur du 
mouvement lumineux dans ce corps. Or, des experiences nombreuses, 
faites avec un tres-grand soin par divers physiciens, et en dernier lieu 
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par M. Fouqu6, montrenl que le carr6 de Tindice de refraction absolue 
d'une dissolution saline est a tres-peu pres rigoureusement propor- 
tionnel a la somme de deux termes, dont Tun est la densite de rether 
de Teau, correction faite du changement de volume de cette eau dans 
la dissolution, et dont Tautre est proportionnel au poids du sel dis* 
sous, ou k la densit<^ moyenne de Tether apport^ par le sel dans la 
dissolution. 

Quelque chose d'analogue a lieu pour la conductibilite c des disso- 
lutions. Elle augmente avec la proportion de sel dissous; mais elle 
augmente moins rapidement que cette proportion. Pour le sulfate de 
cuivre, entre autres, dissous dans Teau distillee, je suis arrive a la 
formule suivante : 

(19) C =0,00000018 -4- 0,0000287/1 — OyOOOOoSSS/?^ 

que Ton peut ecrire encore : 

(20) c = 0,00000018 -h 0,0000287/7(1 — o,3o8/7). 

Cette derniere formule peut se Iraduire en disant que la densite 
moyenne du fluide conducteur du mouvement electrique augmente, 
comme celle de Tether, par Taddition d'un sel a Teau; mais que le 
volume du fluide ajoute diminue de quantites proportionnelles au poids 
du sel , comme si les elements mat^riels de ce dernier formaient au 
milieu de leurs atmospheres des ilots impropres a conduire le mouve- 
ment electrique. Cette circonstance est moins favorable a la premiere 
hypothese qu'aux deux autres., Dans Thypothese des deux fluides, en 
effet, rien ne conduit k supposer que chaque element du sel n'appor- 
tera pas dans sa dissolution toute la quantite de fluide neutre dont ii 
est muni, auquel cas les formules (19) et (20) ne devraient pas con- 
tenir de terme en/?*. La formule {20), qui represente avec une grande 
approximation la loi de conductibilite des dissolutions salines, me 
parait au contraire completement d'accord avec les deux autres, qui 
considerent la conductibilite d'une substance comme proportionnelle 
et a la densite moyenne de Tether conducteur du mouvement electrique 
et au volume que cet ether occupe dans Tunite de volume de la 
substance; et, par suite, considerent cette conductibilite comme pro- 
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portionnelle k la masse (i de I'ether conducteur du mouvement elec^ 
trique contenu dans Tunite de volume de la substaoce. La seconde 
htpotb^se doit alors s'entendre de la seconde maoiere. 

Passant ensuite k rinflueoce particutiere exereee par chaque set sur 
la conductibilite de la dissolution, j'ai trouve que ceux qui ont le pou« 
voir conducteur le plus eleve sent precisement ceux qui sont les plus 
diflficiles a decomposer. 

Les physiciens avaient souvent manifeste une certaine tendance a 
denier aux liquides la propri6le de conduire relectricite, ou de livrer 
par eux-mSmes passage aux couranis electriques, pour ne Tattribuer 
qu'k un phenomene d'electrolyse, Cette absence de conductibilite n*est 
pas propre k I'etat liquide, puisque le mercure conduit trfes-bien; elle 
n'est pas non plus une consequence necessaire de Tetat compose d'un 
corps, puisque certains sulfures et chlorures metalliques solides con- . 
duisent bien sans se decomposer, tandis que le soufre ue conduit pas. 
L'eau pure conduit tres-mal, et dans une dissolution saline elle ne 
conduit pas mieux; le veritable conducteur est le sel, et, eo general, il 
conduit d'autant mieux qu il est plus difficile d'en retirer le metal. Sa 
conductibilite n'est done pas un fait d'electrolyse. Tout ce que nous 
pouvons conclure, c'est que ce que Ton nomme affinity d'un metal 
pour les composes SO*, AzO®, et pour CI, semble lie a la meme circon- 
stance que celle qui regie la conductibilite du sel, c'est-a-dire a la masse 
electrique de I'unite de volume; ou, ce qui est plus exact encore, Tune 
et Tautre de ces donnees sont liees a la meme cause. 

Force electromotrice des piles ordinaires. 
L'equation (9) 

I I i3[lS 

et son equivalente 

i I Gcs 

contiennent explicitement toutes les lois de la pile. ^, S et a sont inde- 
pendantesde la pile etde son circuit. G, que Ton nomme ordinairement 
force electromotrice, n'est que I'acceleration que la pression electro* 
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motrice imprimerait k la masse eleclrique jtx^ (*); son expression nu*' 
m^rique est done essentiellement variable avec le conducteur adopte 
comme conducteur normal. Et, en efTet, on trouve pour une meme pile 
autant de valeurs de 6 que Ton emploie pour i d'unites d'intensites 
difPerentes, et pour conducteur normal de substances diverses. 
Rapprochons les (Equations (9) et (i3) 

I I Gas 6 /' 

Comme jusqu'a present notre unite d'intensite de courant est arbi- 
traire, ainsi que la substance choisie pour conducteur normal, nous 
pouvons determiner i'une et I'autre par cette double condition que 

G 

q = I pour I = I, et que 1= y 

La premiere condition donne * 
(ai) 6 = e/ut5Ar», 

la seconde donne 

(22) 6=A*^*; 

nous en deduisons 

(23) *=- 
(a4) /ji5 = 6e. 

Avec ces donnees, les equations (9) et (i3) deviennent 

(25) q = i^ 

(26) i7 = G 

(27) ?/=&/. 

q est la quantite de cbaleur deposee durant une seconde par le 
courant i dans Tunite de longueur du conducteur; ql est la quantite 
totale de cbaleur deposee dans le circuit : elle est egale a G{> et 
pour i=iy c[V = G. 

(*) Dans rhypotb^se d'une circulation continue; dans Thypoth^se des vibrations, c'est une 
force vive {-ooir plus loin). 
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Les experiences de Faraday nous ont appris que dans une pile ordi- 
naire, ou pile hydro-^lectrique, la quantite p de metal dissous ou reduit 
par seconde est proportionnelle a 1 et a Tequivalent chimique P du 
metal; en sorte que p = Vai dans laquelle a est une eonstante arbi- 
traire. En designant par 9 et Q les quantites de chaleur degagees 
par les poids /> et P du metal dissous dans la pile, nous aurons encore 

y=Qai, d*ou * = -^- L'equation (27) devient alors ^/=G-^» et 

pour 1 = I, 

Si nous supposons oc = i , />' devient egal a P et 9' a Q» en meme temps 
que q*!' = G. Les experiences de M. Favre ont montre, en outre, que 
q*r = Q; nous en concluons que G = Q. 

Nous avons done un moyen pratique de determiner a la fois notre 
conducteur normal et notre unite d'intensite de courant, conformement 
aux conventions ci-dessus. Notre unite d'intensitedecourantsera celle 
qui, en une seconde de temps, dissout ou reduit un Equivalent de 
metal; notre conducteur normal sera celui qui, sous Tunite de lon- 
gueur, recevra d'un courant Egal a I'unite une quantite de chaleur 
egale a Tunite de chaleur. 

L'equivalent chimique d'un corps est un rapport, et non un poids 
exprime en fonction d'une unite definie. II semblerait naturel de 
choisir le kilogramme, puisque le kilogrammetre est Tunite de travail 
adoptee , et de prendre P = 3a kilogrammes pour le zinc , auquel 
cas Q = 18800 dans la. pile de Smee. Mais I'intensite des courants les 
plus usuels serait represeiitee par des nombres dEcimaux d'une lon- 
gueur excessive. D'ailleurs, Tunite de poids admise pour Tequivalent 
chimique est indifTerente k nos formules^ pourvu qu'elle s'applique en 
meme temps k ^ et a e. 

J'ai adopte pour unite d'intensitE de courant celle du courant qui, 
en une heure, depose 108 milliemes de milligramme d'argent, ou qui 

depose par seconde ^-^ ^ de kilogramme d'argent. Mon 

*^ "^ 3600000000000 ^ ^ 

unite de chaleur sera celle qui, en une seconde, eleve de i degre 

5^ de kilogramme d**eau. 

3 600 000 ooo4>oo ^ 

AnndUs scientifiques de V£cole Normale supirieure. Tome lY. 1 9 
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Ges unit^ admises, la force electromolrice d'une pile est repre- 
sentee par le m^me nonibre que la chaleur d^po^ee par ^conde dans 
an circuit d'une longueur telle, que rintensit^ do courant y soit egale 
a I'unite. Examinons d'abord ce premier point. 

Mes einquieme» sixi^me et septifcme Memoires sont eonsacres a 
Tetude de la force electromotrice des diverses piles hydro*^lectriques. 

Jusqu'k present nous ayons conaidere le circuit d*une pile comme 
forme par un seul conducteur homogene ou par une serie de conduc- 
teurs differents, sans nous preoccuper de leurs surfaces de jonction 
necessaires. Ces surfaces sont de deux natures : pour les unes, les 
deux conducteurs en contact sont tons les deux solides; pour les 
autres, Tun des conducteurs est solide et Tautre liquide. Ces demiferes 
seulesfont I'objet de mon cinquieme Memoire. Le huitifeme, non encore 
termine, se rapporte aux premieres. 

En designant par r la longueur d'un conducteur homogene qui, sub- 
stitue aux deux surfaces de separation d'un m6tal plongeant dans une 
dissolution qu'U separe en deux parties, laisserait au courant la meme 
intensite, j'etais arrive en 1846 a Texpression g^nerale suivanie : 

, 4^^ be 

(28) r = a-f--T — -^1 

Une formule empirique ne saurait etre Texpression d'une loi, et il 
me fallait donner, de la presence de ced trois termes, une interpreta- 
tion que je ne possedais pas alors. 

Or r n'est pas une resistance, c'est Une longueur; la resistance de r 
est proportionnelle & i en meme temps qu'k r. En faisant le produit 
par I, il vient, 

(29) ri=:ai-f-6 r« 



Le premier terme a tient a une resistance de m6me nature que celle 
des conducteurs ordinaires; et, en efTet, ce terme disparait quand on 
opere dans des conditions telles, qu'aucune couche gazeuse ne puisse 
etre depos^e sur Tune ou Tautre des faces de la lame. Nous voyons au 
contraire que le terme b rappelle le terme G ou force electromotrice; il 
constitue en eflTet une force electromotrice negative qui diminue d'autant 
la force electromotrice de la pile. II disparait lorsque les phenomenes 
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moleculaires produits par le courant des deux c6te8 de la lame sont 
exactement inverges et coropl^mentaires; lorsqtie, par exemple, une 
iame de zinc bien amalgam^ plonge dans une dissolution de sulfate 
de zinc. D'un cote le zinc est retire de sa dissolution dans le inercure, 
de Tautre du zinc est rendu au mercure. Mais si Ton emploie du zinc 
laming ordinaire, le metal n^etant pas rendu d*un cote dans T^tat oil il 
est prisde Tautre, h ne disparaft plus; il est proportionnel k la clialeur 
absorbee par le changement d'etat. 

Si nous multiplions encore ri par /, le produit sera proportionnel k 
la quantity de cbaleur d^pos^e par seconde dans le conducteur r par 
le courant i; ai^ sera proportionnel a la quantity de chaleur depos6e 
par seconde dans le conducteur a; hi sera la quantite de chaleur ab- 
sorbee ou degag^e (suivant que b sera posit4f ou negalif) par Taction 
moleculaire effectuee par seconde sous Tinfluence de i. Quant k c, le 
signe n^gatif dont il est aiTect^ indique une action ou travail chimique 
de mime sens que celui de la pile; mais son ind^pendance de e montre 
que si ce travail est dA au courant, il ne s'y rattache cependant pas 
d'une maniere directe. Ce lerme disparatt en efTet quand on opere sur 
des dissolutions privees d'air, et dans lesquelles il ne se forme ni eau 
oxygen^e ni aueun produit r^ductible autre que la dissolution elle- 
meme. 

Si la portion de r qui correspond k chacune des deux surfaces de 
contact contient d'autres lermes, comme les pb6nomenes thermo-^lee- 
triques en sont la preuve, ces termes sont de signes contraires, et leur 
somme est egale k zero. 

Le second terme h nous importe seul; il montre que la force electro- 
motrice 6 d'une pile est egale a la somme algebrique de tons les 
termes semblables qui peuvent naitre dans le circuit partout ou un 
liquide et un solide sont au contact, partout mdme od deux solides ou 
deux liquides sont au contact. Cest ainsi que dans une pile de Smee dont 
les deux pdles sont r^uois par un conducteur metallique, et ou toute Tac- 
tion chimique se r^duit k la substitution du zinc k Thydrogene dans le 
eoroposiSO^H, la force ^lectromotriee 6 est representee num^rique- 
ment par la diffi^rence des quantit^s de chaleur que degagent Zn et H 
en se combinant avec SOV Nous voyons de plus, par ce qui precede, 
que, pour mesurer la force ilectrondotrice qui nait au contact de deux 

>9- 
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corps, il n'est pas n^cessaire, fut-ce possible, de former une pile avec 
eux seuls : il suffit de les introduire dans un circuit ef. de mesurer le 
changement qu'ils apportent a la force electromotrice anterieure du 
circuit. 

C'est en partant de ces donnees que j'ai cherche k v^ritier la proper- 
tionnalite de 9/ a G dans un travail qui fait I'objet de mon sixi^me 
Memoire, et pour lequel M. Troost m'a prele son concours. Cette veri- 
fication ressort dejk des experiences de M. Joule; tnais sur un point 
aussi important pour la theorie m^canique de Telectricite il m*avait 
semble necessaire que des verifications nouvelles, plus etendues et plus 
varices, fussent entreprises avec toute la precision que comporte Tetat 
actuel de la science. 

Dans ce travail, mon unite d'intensite de courant avait ete choisie 
comme il convient pour conduire a Tegalite ql=G quand Tintensite 
du courant ^gale Tunite. Mais j'avais pris arbitrairement pour conduc- 
teur normal une colonne de mercure de i millimetre carr^ de section, 
et mes longueurs / etaient exprimees en metres de cette colonne 
(deuxieme Memoire). On comprendra facilement toutefois qu'en com- 
parant la valeur trouvee pour la force Electromotrice d'une pile, celle 
de Sm^e, par exemple, avec la quantity de chaleur degagee par la dis- 
solution d'un equivalent de zinc dans I'acide sulfurique, nombre donne 
par MM. Favre et Silbermann, je pouvais en deduire le coefficient par 
lequel il me fallait multiplier toutes mes forces electromotrices pour 
avoir les valeurs de G correspondanles. Uunite du courant pent meme 
alors etre quelconque. 

Les resultats consignes dans mon sixieme Memoire different en quel- 
ques points de ceux obtenus par M. Favre; mais si Ton considere leur 
accord general, les causes d'erreur existant des deux parts, les limites 
dans lesquelles ces erreurs sont comprises, on trouve que les hearts ne 
sortent pas de ces limites. 

J'ai cependant repris la question dans un septifeme Memoire, apres 
avoir etudie une a une les causes d'erreur que comporte la determina- 
tion de G par la boussole, afin de supprimer les unes et d'attenuer les 
autres. J'ai pu ainsi dresser un tableau tres-approche des valeurs de G 
correspondant k Tacte de la dissolution de trente m^taux dans les acides 
sulfurique, azotique et chlorhydrique, en tenant compte de la chaleur 
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que I'hydrogfene, dont ils prennent la plaee, fait disparaitre en sortant 
de sa combinaisoo. 

L'ordre dans lequel sont ranges ces metaux par rapport aux valeurs 
decroissantes de G est k peu pr^s identiquement le meme que I'ordre 
dans lequel ils ont 6(e ranges par rapport a ce qu'on nomme leur affi- 
nite pour Toxyg^ne. L' affinity de deux corps Tun pour Tautre parai- 
trait done liee k la quantite de chaleur degagee dans Tacte de leur 
combinaison par equivalent. L'une serait la mesure de Tautre. Tout ce 
qui tend a modifier ou a empScher ce degagement de chaleur modifie 
Taffinite ou Tempeche de s'exercer. 

Ulterieurement, dans une Note presentee a Tlnstitut le i^^ avril 
1867, i'^^ defini mon conducteur normal, conformement aux conven- 
tions indiquees plus haut, en disant que 1 metre de longueur de ce 
conducteur regoit par heure, d'un courant reduisant par heure 108 mil- 
Hemes de milligramme d'argent, une quantite de chaleur capable 
d'elever de i degr6 en une heure i millieme de milligramme d'eau. 
Puis, sans rechercher encore quelle est la substance qui jouit de cette 
propriete, j'ai determine directement, au moyen du calorimetre, la 
longueur de mon conducteur hypoth^tique, qui equivaut au fil de 
platine employe dans toutes mes experiences. En calculant dans ces 
nouvelles conditions la force electromotrice de la pile de Smee, je 
trouve exactement et directement le nombre 18800, obtenu par 
MM. Favre et Silbermann pour la chaleur degagee pendant Tacte de la 
dissolution du zinc dans I'acide sulfurique. 

En comparantTunite nouvelle avecl'unite ancienne, je trouve qu'une 
colonne de mercure k zero, de i mMre de long, de 0,00000073 de 
metre carre de section, satisfait a la condition posee, qu'un courant 
egal k 1 y depose une unite de chaleur par seconde. Cette colonne est 
ce que j'appellerai dorenavant conducteur normal. 

Nous sommes actuelloment en mesure de calculer la masse electrique 
renfermee dans i mMre cube de mercure, et par suite dans une sub^ 
stance quelconque dontle degre de conductibilit^ est connu. 
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Masse electrique des conducteurs . 
Revenons aux expressions (aS) et (a^) • 

e est Tequivalent mecanique de notre unite de chaleur; cette unite 

est ^ffale a ^^ — — -— de kiloen^ammfetre. 

^ 3 ooo ooo ooo ooo ^ 

3600000000000 QQ 

A: = 71Z = o ino 000 000, 

4io ' 

BOOOOX43o , ^ .^ o * J' 

txs = 0-? ^^^ = 0,0000024* et par suite a = 3,27, tandis 

^ Sqoqooooooooo -» r r- ' / 

que la masse de i metre cube d'air a zero et sous la pression 760 
n'estque de o,i3. 

La masse ponderable de i mfetre cube de mercure est 1387 = M. Le 

rapport des deux masses est done — ^ 4^4* ^^ rapport s'^leve a plu* 

sieurs millions pour les dissolutions salines; mais pour le palladium 
et Fargent, les meilleurs eonducteurs connus, il descend k 6. La masse 
electrique de Tunit^ de volume y serait superieure k la densite de 
Teau. II semble evident que, dans les me|aux au moins, la matikre 
ponderable participe d'une mani^re direote au mouvement Electrique, 
ce qui rendrait impossible toute idie de transport continu d*un fluide, 
et meme toute id^e de fluide special. 

La meme conclusion se pr^nte sous une autre forme d'une mani^re 
encore plus frappante, si Ton fait rapplication des r6sul(ats precedents 
a la tbeorie des deux fluid€S. 

Pans la thiorie des deux floides on suppose que les ^Ements chi- 
miques qui se oombtoont sent charges » Tun d*6lectficite positive, 
Tautre d'electricitE negative; que, de plus, chacun d^eux se trouve en- 
vironnE d'une atmosphere d'electricite de nom contraire inegalement 
repartie autour de Telement. Pendant la combinaisbn chimique, les 
electricites propres aux elements se neutraliseraient mutuellement et 
directement. tandis que leurs atmospheres devenues libres se neutra- 
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iiseraient flu travers du circuit. En ebtiqM section de ce (ierfaier il y 
aurait ddcompoiition et reeolnposition de fluide tieutre en qo^fitit^ 
egale k celle qui se produit pendant la combinaisOB cbimique. 

Or dand notre conducteor tiormaU la madse do fluide neutre decom- 
posable serait egale k o«oooooa4. Pour un courant egal k i , la vitesse 
du mouvement de decomposition et de recompositioi^ seraii egale 

k — ' — La masse de relectficite qui passerait en chaque section du 

conducteur pendant une seconde, sous I'influence d'un courant egal 
a i» serait done 6gale a 0,00000000012, la moitie passant dans un 
sensyla moitie dans Tautre. La combinaison d'un equivalent, ou 3a kilo- 
grammes de ziuQy avec Tacide sulfurique, durerait 36ooooooooooo se- 
condes* La masse totale d'electricite positive qui traverserait cbaque 
section du conducteur pendant le meme temps serait egale k la moitie 
du produit de ces deux nombres, ou k 2 16. Ainsi, un equivalent de zinc 
dontia masse est 3,2 environ, se trouverait charge d'une masse d'elec- 
tricite negative egale a 216. Malgre la simplicite apparente que la 
theorie des deux fluides permet d'apporter dans Tenoned et la coordi- 
nation des divers faits de Felectricite statique, cette tbeorie presente 
des difficultes tres-serieuses quand on chercbe a Tapprofondir. Les 
r^sultats ci-dessus ne paraitront sans doute pas la moindre de ces dif- 
(icultes* 

La difiiculte est tout aussi grande dans k tbeorie d'un seul fluide 
circulant dans les conducteors a la manibre de Teau ou de Tair dans 
leurs conduiles. En presence de la masse enorme de fluide qui passerait 
en cbaque section du circuit, il faut n^cessairement admettre que c'est 
toujours la meme masse qui circule indefiniment, comme fait le sang 
dans Tappareil circulatoire. Mais alors on ne comprend plus quelle 
peut etre la force motrice. En interpr^tant meme la tbeorie dans ce 
sens, on comprendrait encore avec peine comment la masse en cir- 
culation dans Targent pourrait s'elever au sixieme de la masse de ce 
m^taL 

La tbeorie des vibrations ne presente plus de difficultes du meme 
ordre. EUe en offre d'autres sans doute; mais, outre cet avantage qu'elle 
reduirait d'une unite le nombre des hypotbeses fondamentales admises 
en physique, ette permettrait de relier des faits qui echappent entiere-* 
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ment a la theorie des deux fluides et k la th^orie d'un seul fluide. Elle 
semble de plus offrir une base plus solide aux travaux analytiques, 
qui seuls peuvent la fixer dans la science. 

Avant d'esquisser cette deroifere hypothfese, quelques mots d*expli- 
cation me semblent necessaires sur la maniere dont je concevrais les 
phenomenes chimiques. 

Considerons un corps simple ou compose. Ce corps contient une 
certaine quantite de chaleur; toutes ses parties sont en vibration. 
Admettons pour un moment que cette chaleur soit simple ou unire- 
frangible. Si deux points infiniment voisins sont en vibration concor- 
dante, deux points distants d'une demi-longueur d'onde sont en vibra- 
tion discordante. J'admets que ces deux derniers points ne peuvent pas 
faire partie d'un meme element materiel ; ils appartiennent k deux 
elements distincts. Les dernieres particules d'un corps considere 
comme simple par les chimistes auraient des dimensions telles, que 
chacune d'elles vibrerait pour ainsi dire d'un bloc, ou du moins qu'on 
n'y pourrait trouver deux parties en vibration discordante^ et cela, 
quel que soit le mouvement vibratoire que nous puissions lui commu- 
niquer. Mais on conQoit qu'un mouvement vibratoire assez rapide dimi- 
nuat assez la longueur d'onde de ce mouvement pour que Telement 
repute simple put se fractionner et le corps changer de nature. Cette 
hypothese ne suppose nuUement qu'il existe une difference fondamen- 
tale entre la matiere ponderable et Tether. On pourrait meme conce- 
voir qu'a I'origine des choses Tetal vibratoire de I'^ther eut ete tel, que 
tous les elements vibrants aient ete reduits aux elements simples de 
Tether. Ce que nous appelons matiere n'aurait pas existe alors. Ce 
n'est que par le progres du refroidissement que ces Elements simples 
auraient pu se grouper et former les molecules elementaires des divers 
corps simples. On retrouverait le meme assemblage de corps simples 
partout oil le refroidissement s'est opere suivant les memes lois. Mais, 
d'autre part, rien non plus ne s'oppose a ce que Ton considfere la ma- 
tiere comme distincte de Tether. 

Pour un certain nombre de corps composes, une circonstance ana- 
logue se presente. Nous ne disposons pas de sources de chaleur k tem- 
perature assez elevee pour divisor leurs groupes moleculaires ; mais 
Texperience nous apprend qu'en general, k mesure que la temperature 
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d'un corps compose s'elfeve, k mesure que sa chaleup monte dans I'ordre 
des refrangibilites ou que la vibration y devient plus rapide et la lon- 
gueur d*onde plus courte, la decomposition est rendue plus facile. 
Cette decomposition est meme spontanee pour un grand nombre de 
corps des que la temperature atteint un certain degre, «oit parce que 
la longueur d'onde ayant diminue n'est plus en rapport convenable 
avec les dimensions de Tel^ment compose, soit. parce que sous I'in- 
fluence d'une chaleur plus intense chaque groupe ^lementaire a lui- 
meme augmente de volume, soit enfin parce que le disaccord des 
vibrations existant au debut est rendu plus sensible par une plus 
grande ampleur de la vibration. 

Dans ce qui precede, nous ne faisons qu'indiquer les limites ex- 
tremes du volume occupe par chaque element materiel, simple ou com- 
pose. Ce volume lui-meme pent varier considerablement en de^a de 
ces limites. 

Une combinaison chimique aurait done pour effet de reunir en un 
seul deux ou plusieurs elements distincts. 

Examinons maintenant le niouvement vibratoire en lui-mSme. Par 
le centre d'un element vibrant je mfene trois axes rectangulaires quel- 
conques, et je prends Tun d'eux, Taxe des x. L'equation differentielle 
seconde est 

(3o) _. = _a^, 

dans laquelle x est compte a partir de Torigine, et a est une fonction 
simple de {'elasticity de Tether. On en deduit, en posant r = yrS 



(3i) 




(32) 


-TT = - -f= cos:r-* 
dt T yja ^ 


et pour / = T, 




(33) \ 


I dx I 

T dt "^T^" 



^ 7, est Tacceleration initiale du mouvement : c'est ce que j'avais ap- 

Annales sciendfiques de VEcole Normale superietire. Tomo IV, 20 
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peU i^ d'une mani^re geaerale, pour ne rien prejuger sur la nature du 
mouvement electrique. En d^signant par /x, la masse de Teliment 
vibrant, ce que j*avais appel^ fx^^, et doit s'ecrire fx,7o u'est autre 
que la force d'impulsion qui» agissant pendant un temps egal kr sur la 
masse /x, partant du repos, lui imprimerait la Vitesse que poss^de cet 
element dans le sens des a) lorsqu'il passe par sa position d'equilibre. 

- /x, yj est la force vive qu'il possfede k cet instant. En chacun des autres 

points de son parcours sur I'axe des x Telement a une vitesse diffe- 
rente ; mais les variations de la force vive sent egales, au signe pres, 
aux variations des quantites de travail; en sorte qu'a chaque instant 
la somme de la force vive et de la quantite de travail developp^e par 

Telasticiti du milieu est constante et igale ii ^ |x//f : - |x,7f est la me- 

sure de ce que Ton appelle Tinergie totale de Tilement ]ui, dans le 
sens des x. 

Dans une enceinte dent tons les points sont k la m^me temperature, 
et en dehors de tout mouvement Electrique, j*admets que ii^y^ est le 
memo sur les trois axes; j'admets de plus que pour des Elements de 
m^me volume i, et dont raccEl^ration initiate est 7, my a la meme 
valeur pour tons les elements de Tenceinte. Je pose 

(34) my = e. 

Pour un element dont la masse est jtx, et dont les dimensions sont X 
sur chacun des trois axes, nous aurons 

(35) iMy = 6l\ 

(36) ur = 6}}y = e^'^. 

Imaginons pour un moment que les corps soient composes d'ele- 
ments materiels sans atmospheres. Soient n le nombre de ces elements 
contenus dans Tequivalent chimique d'un corps, P le poids de cet equi- 
valent, Q la quantite totale de chaleur contenue dans Tunite de poids 
du corps, et e Tequivalent mecanique de la chaleur; il viendra 

(37) PQ^ = 3/i^y» = 3/i^^, 
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et comme P = ^f^gf 

(38) = 36!^, 

d'oii encore 

La capacity calorifique C d'uD corps k une temperature quelconque d' 

sera exactemeot proportionnelle h la valeur de -^ correspondante a 

cette temperature; et, dans I'bypothese ou ce rapport ne cbangerait 
pas avec 6^^ la quantity totale Q de cbaleur contenue dans Tunite de 
poids d'un corps serait proportionuelle k C, et en meme temps propor- 
tionnelle k 6*. L' experience demontre qu'il n'en est pas ainsi g^ne- 
ralement. 

Consid^rons maintenant deux elements mat^riels de masses jx, /Xa, de 
dimensions lin^airesX, X^, et dont les accelerations initialessonty, etya; 
la temperature etant supposee la meme» nous auronfis 

Imaginons que ces deux elements se combinent en un seul de masse 
11^-^ li^ = fi^, de dimensions lineaires X|, d'acceieration initiate 7,; cet 
atome compose etant ramene a la mftme temperature 6, nous aurons 

d'ou nous deduisons, pour la force vive rendue disponible par la com- 
binaison des deux elements, 

et pour n elements composant chacun des equivalents des trois corps, 

e(PQ-i-P'Q'-P''Q-'), d'oii y =:PQ-f- P'Q' ^P"Q", 

en designant par q la quantite de cbaleur degagee dans Tacte de' la 
combinaison. 

20. 
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q serail d'autant plus grand que X, serait plus faible; la stabilite du 
compose serait elle-meme d'autant plus grande que X^ serait plus 
faible, ce qui donnerait Texplication de la parente qui existe entre la 
stabilite d'un corps et la chaleur degagee dans I'acte de la combinaison 
de ses elements. 

Dans cetle hypothese d'elements materiels denues d'atmospheres, les 
phenomenes presenteraient done une grande simplicite qui ne se ren- 
contre pas dans les resuUats de Texperience. 

X* 

L'equation 1x7^ = 6^ — est applicable aux divers elements des atmo- 
spheres comme aux elements materiels eux-memes. II en resulte que 
dans un espace en equilibre de temperature et pour chaque element de 
volume constant, qu'il renferme ou non de la matiere ponderable, la 
force vive ou Tenergie y varie en raison inverse de la masse [i contenue 
dans ce volume. L'energie emmagasinee dans le volume de la terre, par 
exemple, est beaucoup moindre qu*elle ne le serait dans un meme 
volume d'ether non condense ayant la meme temperature, et Tenergie 
serait nulle en un point dont la densite serait infinie. II en resulte qu'un 
accroissement de la diffusion des elements dans un corps dont le volume 
total ne change pas amene une diminution dans Tenergie du corps, 
et par suite un degagement de chaleur, tandis que si la diffusion a 
lieu par Teffet de raccroissement de volume du corps, il y a au con- 
traire accroissement d'energie et par suite absorption de chaleur. 
Dans Texpression des quantites de chaleur contenues dans un corps, il 
faut done faire entrer k la fois et le volume du corps, et le volume de 
ses elements materiels, et le mode de diffusion de ses atmospheres 
etherees. 

Quoi qu'il en soit, lorsque deux corps se combinent, il y a genera- 
lement degagement d'une certaine quantite q de chaleur. Si q restait 
sur place, eile servirait k elever la temperature du compose forme : elle 
est I'origine de Tincandescence dans les combustions vives. Le mouve- 
ment electrique, lorsqu'il pent s'etablir, la distribue simultanement en 
chaque point du circuit en raison des resistances qu'il y rencontre. 
Cette diffusion de la chaleur ne pent evidemment avoir lieu que par 
riatermediaire de Tether intraparticulaire constituant les atmospheres 
des elements materiels. 
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Si la combinaisoD s'opere dans un circuit fcrme, nous nous trouvons 
dans les memes conditions que si nous avions affaire a une pile thermo- 
electrique. La seule difference est que dans celle-ci la chaleur est 
fournie de Texterieur, tandis que dans la premiere elle se degage de 
la surface meme de contact des deux substances qui se combinent. Au 
fond le resultat est le meme. 

Considerons deux corps de natures differentes en contact Tun avec 
I'autre et ayant meme temperature. Soient fx et jx' deux elements de 
volumes egaux pris dans Tether intraparticulaire des deux corps, et 7 
ety' leurs accelerations initiales. Ces deux elements, supposes animes 
d'un mouvement vibratoire de meme periode t, feront dans une meme 
direction des excursions maxima x eta/ donnees par les relations 



' = -71:1 ^=-f=» ou Dien ^ = --=—1 x' = -^ —r 



Ces excursions varient en raison inverse de 11^ 

Sur une ligne menee dans Tinterieur d'un corps homogene, les effets 
de cette inegalite des excursions se reproduisant au meme instant pe- 
riodiquement en sens contraires dans la longueur de la ligne, leur 
somme est nuUe. Dansun circuit compose de deux metaux sondes bout 
a bout par leurs deux extremites et a la meme temperature en tons ses 
points, Teffet produit a Tune des surfaces est equilibre par Teffet 
inverse produit k Tautre. Mais si le circuit est ouvert, cette cause 
d'equilibre n'existant plus, un changement correspondant se produira 
dans les valeurs de fi et ^' aux deux extremites separees du. circuit; la 
plus faible augmentera, la plus forte diminuera, de maniere a retablir 
la difference qui resultait du contact detruit. L'une des extremites 
contiendra de Tether en exces, Tautre de Tether en moins. On dira que 
Tune est eiectrisee positivement, Tautre negativement. Ce nouvel etat 
d'equilibre sera du au transport de tout Tether du conducteur qui se 
sera deplace d'une quantite corrcspondante dans le sens du milieu oil jx 
est le plus grand au milieu oil [x est le plus faible. 

Retablissons la continuite du circuit, mais en chauffant Tune des 
soudures : Tequilibre sera detruit sans pouvoir se retablir. Chaque ele- 
ment jx oscillera dans le sens du courant autour d'une position d'e'qui- 
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libre qui se deplacera gradueilement.Dans deux oscillations successives, 
elle s'avancera dans le sens du courant plus a la seconde oscillation 
qu'a la premiere, et elle retrogradera moins k la seconde qu'a la pre- 
miere. 

La liaison qui existe entre les atmospheres etherees et leurs centres 
materiels oppose une certaine resistance au deplacement du centre de 
vibration de chaque element d*ether. Cette resistance produit dans les 
liquides Tentrainement du fluids lui-meme; au contact des liquides et 
des solides elle favorise la dissolution de ces derniers ; dans les corps 
solides, elle est equilibree par les liaisons du systeme, mais elle y 
amene a la longue un changement permanent dans T^tat moleculaire. 
La meme liaison amene la transformation rapide de la vibration ^lec- 
trique en vibration calorifique. 

Dans un ravon de lumiere, la vibration est nulle dans le sens des x 

tt ■ 

ou de propagation de Tonde. Dans un corps chaud dans lequel jx varie 
symetriquement toutautour de chaque centre materiel, la vibration se 
fait en moyenne de la meme mani^re sur les trois axes. Dans un cir- 
cuit en activite, la vibration electrique a lieu dans le sens de la propa- 
gation du courant, et toute la force vive mise en liberte par Taction 
chimique s^^coule par cette composante. L'61ectricite dynamique n'est 
plus alors qu'une transformation de la vibration caloriflque. La lumi^re, 
la chaleur, T^lectricite dynamique rattachees ^ la meme cause ne sont 
point des creations, mais de simples d^placements de force vive ou 
d'energie preexistant dans les corps. Les manifestations des afBnites 
chimiques ne sont elles-m^mes que des questions de mecanique ordi- 
naire que t6t ou tard on pourra souniettre a Tanalyse algebrique. 
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EXTENSION 

AUX 

Equations simuLTANfiES des formules de newton 

POUB 

LE CALCUL DES SOMMES DE PUISSANCES SEMBLABLES 
DES RACINES DES EQUATIONS ENTlfeRES, 

Par M. Charles MERAY, 

DOCTEUR ^S SCIENCES. 



1. La theorie des equations simultanees est encore exlremement 
imparfaite : d'abord» il regne en general une grande obscurite sur les 
operations qui impliquent plus d'une variable ou inconnue indepen- 
dante, puis, les geometres demandeot peut-etre trop exclusivement a 
relinnination les secrets de cette theorie. On ne peut nier, en efTet, les 
defauts d*une methode compliquee qui repose precisement sur la des- 
truction prealable des fonctions k ^tudier et qui d'ailleurs n'atteint pas 
les equations transcendantes. II est permis de croire que les efforts des 
geometres seraient plus fructueux, s'ils s'attachaient moins a la per- 
fectionner pour tout y reduire, qu'k transporter dans la doctrine des 
expressions a plusieurs variables ces grandes verites qui dominent 
toutes les questions ou il en entre une seule : la theorie ordinaire des 
derivees et des integrales, le principe de la resolution d*un polyndme 
entier en facteurs lineaires» le theoreme de Cauchy pour le denoni-* 
brement des racines renfermees dans une enceinte donnee, etc. 

Je tente ici un essai de ce genre. On sait que les fonctions syme- 
triques des racines d'une equation entiere se deduisent des sommes de 
puissances semblables que les formules de Newton permettent de cal- 
culer. De memo, celles des solutions de plusieurs equations simulta- 
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nees dependent de fonctions symetriques plus simples analogues aux 
sommes de Newton : ce sont des sommes dont chaque terme est le 
produit des solutions d'un meme systeme elevees respectivement a des 
puissances determinees. Poisson a le premier donne une methode pour 
les calculer; j'en propose une autre tiree de principes tout differents. 
Le procede de Poisson exige la formation d'une Equation finale dont 
chaque racine est une meme fonction lin^aire des solutions d'un sys- 
teme quelconque; on cberche ensuite les coefficients des puissances et 
produits des parametres de la fonction lineaire dans les sommes des 
puissances semblables des racines de Tequation finale calculees au 
moyen des formules de Newton, puis convenablement ordonnees. Le 
mien consiste k etablir entre certaines fonctions k plusieurs variables 
une identite propre, analogue a celle d'oii Ton tire les formules de New- 
ton, et a en deduire comme on le fait de celle-ci des equations lineaires 
dont les solutions sont precisement les sommes inconnues. 

Je ne sais si, dans la pratique, la nouvelle methode est preferable a 
Fancienne; mais fut-elle la plus p^nible, qu'elle me semblerait ofl^rir 
encore un certain interet th^orique. Elle retablit en effet I'unite dans 
un point de Tanalyse generale des equations, et fait soiipgonner des ana- 
logies tres-remarquables entre certaines expressions a plusieurs varia- 
bles et celles que Ton rencontre k chaque pas quand on raisonne sur 
une seule. 

2. II suffira d'exposer la methode dans le cas de deux Equations a 
deux inconnues. Soient done 

les Equations donn^es de degres mi, m,; je supposerai, sauf a exami- 
ner le cas contraire dans une autre occasion, que les polynomes homo- 
g^nes formes dans chaque equation par Tensemble des termes du degr^ 
le plus eleve (nous les nommerons pour abr^ger les groupes principaux)^ 
sont disjoints^ c'est-k-dire qu'ils ne peuvent s'evanouir simultanement 
qu'en faisani a la fois a? = o, y = o. Gette denomination parait natu- 
relle, car les coefficients de plusieurs fonctions homogenes en meme 
nombre que les variables sont toujours li^s par une ou plusieurs rela- 
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tions, quand le& fonctions s'annulent a la fois pour un systems de 
vaieurs ou toutes les variables ne sont pas nulles. 

On sail alors par le theoreme de Bezout que le systeme (a) offre 
precisement m^m2 couples de solutions finies egales ou inegales; je 
rappelle brievement la demonstration de ce point essentiel. 

En vertu de Thypothese admise, Tun des groupes principaux, celui 
de Tequation (i) par exemple* contient un terme independant de x; car 
autrement ils s'evanouiraient tous deux en faisant a? egal a zero eiy 
different de zero; done le coefficient dey'^' dans cette equation est une 
constants differente de zero, et en la resolvant par rapport ay» apres 
Tavoir ordonn^e, on trouvera, pour toute valeur fmie de a?, m, racines 
finies, 

(3) mif yji,.. ., »«.. 
Le produit 

(4) fAXf'n^)...f,{x, mm,) 

est une fonction entiere et symetrique deces racines; il se reduit done 
a une fonction entifere de x et des quotients obtenus en divisant les 
coefficients des puissances inferieures de y dans I'equation (i) par 
celui dey"' : or ce coefficient est une constante; done ces quotients sont 
des fonctions entieres de x et le produit (4) en est lui-meme une autre 
F{x). 

Maintenant, toute valeur de x appartenant k un couple de solutions 
des equations (a) verifiera la suivante : 

(5) F(a7)=:o, 

car elle rendra nul I'un au moins des facteurs du produit (4 ) sans rendre 
infinis les autres. Reciproquement, toute racine a de Tequation (5) 
fera partie d'un couple de solutions ; car cette valeur de j? annulant le 
produit (4) reduira a zero Tun de ses facteurs au moins; la valeur 
correspondante dey sera celie des racines (3) qui entre dans le facteur 
nul. Rien n'empeche qu'il y en ait plusieurs, car Tbypothese x = a 
pent annuler plusieurs facteurs k la fois. 

3. Avant d'aller plus loin, il importe de distinguer les couples sim- 
ples des couples multipks. Soit (a, J3) un couple de solutions des equa- 

Aimalts sciendfiques de TEcole Normale supirieure. Tome IV. 21 
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tionsproposees; on a 

/.(a, (3)=o; 

clone le developpement de/, (x, y) suivant les puissances croissantes 
de (a; — a), {y — ]3) ne contient pas de terme ind^pendant de ces diffe- 
rences considerees comme variables independantes, et on peut mettre 
cette fonction sous la forme 

/I,, ^1 designant des fonctions entieres de (a? — a), {y — /3). On peut 
poser de meme 

et ecrire les Equations proposees comme il suit : 

/?, (x — a) -h q, (/— p) = o, 
/),(j:-a)-hg,(/— i3) = o. 

Soit a present {oc\ j3') un couple de solutions different du premier, 
c'est-a-dire tel, que les differences (a' — a), (jS' — P) ne soient pas 
toutes deux nulles; on aura evidemment, pour x = a'fy= ^\ 



(5bis) 



pu qi 



= o. 



Cette equation, qui est enti^re par rapport a x, y^ est done verifiee 
par tout couple autre que (a, jS), mais il n'y a pas de raison pour qu'elle 
le soit par (a, /3) lui-meme. Quand elle Test, ee couple de valeurs, qui 
satisfait deja aux Equations proposees, jouit encore d'une seeonde pro- 
priety qui n'appartient en general qu'a ceux qui different de lui : on 
peut dire qu'ii est multiple; dans le cas contraire, on le nommera simple. 

On voit sans peine que, pour a? = a,j= p, on a 






*'-^' P'-li' ''-^' 



et par consequent 







^fl, ^ 


p„ ?1 




dx' dx 


p„ q. 




df,^ df. 
dx* ^ 



Ainsi, un couple donne sera simple ou multiple selon quit ne satis/era 
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pas ou saiis/era a V equation 



f. 




'£' 


dy 



qui a pour premier membre le determinant des ddrivees partieUes des pre- 
miers membres des Equations proposees, 

L'analogie de ces definitions avec celles de la theorie des Equations 
a une seule ineonnue est evidente; le premier membre de I'equa- 
tion (5 bis) joue le role du quotient de la division du premier membre 
d'une equation a une ineonnue par la di^erence entre Tinconnue et une 
racine; celui de I'^quation (6) correspond a la derivee premiere de ce 
polynome. Cette analogie se soutiendra dans la generalisation des for- 
mules de Newton. 

4. On pent au surplus justifier encore ces definitions par les consi- 
derations suivantes. Quand les coefficients des equations {a) rendus 
variables deviennent infiniment yoisins de leurs valeurs actuelles, il 
peut se faire que plusieurs couples distincts des nouvelles equations 
aient leurs Elements respectivement infiniment voisins de ceux d'un 
meme couple des propos^es. Les racines de ce couple-limite satisfont 
alors non*seulement aux equations donnees» mais encore k une serie 
d'equations entiferes dont le nombre est ioferieur d'une unite k celui des 
couples variables dont il est la limite commune. Or, ces equations com- 
prennent toujours la relation (6). 

En effet, soient (^',y), (^ 4- ^x\y' -f- Ay') deux des couples va- 
riables dont il s'agit : ^x\ liy' sont des quantites infiniment petites; 
soient encore /I (^,y)f/i (^, y) ce que deviennent les premiers mem- 
bres des equations proposees apres la variation des coefficients. On aura 

/;(x',r') = o, /;(;r' + A^',r' + Ar') = o, 



ou, en developpant les premiers membres des dernieres equations et 
ayant 6gard aux premieres, 

f-Aa:'+j^Ar'-4-R. = o, ^Ax'+^Ar + R, = o. 

21. 
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R^f R2 elant des sommes de termes proportionnels a des puissances et 
produitsde Ao?', Aj' dont les degr6s, par rapport k ces quantites, sur- 
passent le premier. On en deduit 



dx 


dy' 


1^' 


df: 

dr' 


dx'' 


df: 

dr' 


dfi^ 
dx-' 


dr 



LAjc' dx' Ax' dx'\^ ' 



LAj' dx' Aj' dx'\~ 



Si maintenant le rapport -^ ne croit pas indeCniment, il resulte 

de la nature de R« et R2 que le dernier terme de la premiere equation 

a zero pour limite; si au contraire -^ est infini, ^—7 est infiniment 

petit, et on pourra affirmer que le second terme de la derniere equation 
tend vers zero. Donc» comme il fallait le prouver, on a, dans les deux 
cas» 

df: df: 



df^ df 

dx dy 

df^ df 

3x dy 



= lim, 






dx* " dy' 
dx' ' dy' 



: O. 



Si done Tequation (6) n'est pas verifi^e> le couple (a, j3) ne peut etre 
considere comme la limite commune de plusieurs couples de racines 
des equations (7), ce qu'on peut exprimer en disant, comme nous le 
faisons, qu'il est simple (*). 

5. Dans ce qui suit, je supposerai que les equations propos6es n'ad- 
mettent que des couples de solutions simples, et, partant de cette 

(*) Personne, que je sache, ne s'est encore occupy des propri^tte relatives k la multiplicity 
des syst^mes de racines des equations simultan^es; je n^insiste pas davantage sur un point 
dont la discussion complete ne serait k sa place que dans une th^orie g^n^rale des ^na- 
tions simultanto. 
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hypothese, je vais demontrer qu'elles ont m« m^ couples distincts de 
racines. 

I. Toute racine a de I' Equation Jinale [S] fait partie d'autant de 
couples de solutions que son degrd de multiplicitS renferme d' unites. 

df (X Yi ) 

Supposons d'abordqu^, pour x = o(., aucune des quantites -^'^ ' 

nesoitnulle, c'est-k-dire que T^quation (i) n'ait pas de racines egales. 
Quaad ol estune racine simple de Tequation (5), on a, pour a? = a, 

F(j;) = o, F'{j:) non=o; 

dn 

ou bien, en remplaQant F(^) par le produit (4) ^t -r- par sa valeur 
tiree de Tequation (i) differentiee. 






^^^ 2 I dx dm df, Jfix.-m) 



Soit maintenant h Tindice de yj dans le facteur du produit (4) qui 
s'evanouit pour x = a; /w, — i termes de la somme (8) contiennent 
/2 i^f^h) et sont nuls; done le terme restant, 

[df df di\ ¥{x) 

\ dm/ 

ne pent I'Stre non plus qu6 les quantites 

/i(^, >?•)»..., /i(a7,»A-i), /.(or, vjA+i ),..., fix, rim,); 

done, enfin, la valeur p de yja pour x= a est la seule qui, associee 
a a. fournisse un couple de solutions des equations proposees. 
Quand a est une racine double, on a, pour x = a, 

F(a7) = o, F'{a?) = o, F"(ar)non = o, 
Iciles quantites (8) et (9) s'^vanouissent. On en conclut immediate* 
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raent que, outre/, (a?, vj^), un autre faeteur du produit (4), ft {oo, >ja), 

/ ^ ^\ 

doit se reduire k zero; car la quantite ( '^ — ^'^ ) P^end la va- 
leur 



df; 



qui ne peut etre nulle en vertu de Thypothese; d'ailieurs, rik prend pour 
la meme raison une valeur distincte de /3. 
Mais la derivee seconde, 



df. 


df. 


da' 


rfp 


df. 


df. 


d» 


d^ 



dx^ ft{x,y\i) 






df.ix.m) df,{x,Yij) F{x) 

dx dx ft(x,-ni)fi(Xynj;^ 



ne peut devenir zero. Or, tous les termes de la somme simple contien- 
nent un faeteur iiifmiment petit et aussi ceux de la somme double, sauf 
celui ou >] a les indices h et k; done ce dernier ne peuX s'^vanouir, 
et, k part/, {x, yj^). /a (^» >}*)» aucun faeteur du produit (4) ne peut se 
reduire k zero : ainsi, la solution a fait partie de deux couples seule- 
ment. On raisonnera de meme pour une racine triple, etc. 

Supposons, en second lieu, que quelques-unes des quantites -^'^f'^^ 

s'evanouissent pour 07 = a, I'equation (i) offre alors un ou plusieurs 
groupes de racines egales, et les fonctions v^i,..., n„^ prennent les va- 
leurs des quantites inegales f , /t ••• dont le nombre est inferieur k m«, 
Nommonsj9,^,...les nombresdecellesrespectivement egales k;>,X*-.; 
pour une valeur de x infiniment voisine de a, les racines y?, infiniment 
voisines de f , se partagent en un certain nombre de systemes circulaires 
[Recherches sur les fonctions algdbriques^ par M. Puiseux, Journal de 
M. Liowille, i^ serie, t. XV) tels, que les racines d'un meme syst^me 

sont developpables en series convergentes ordonnees suivant les puis- 

t 

sauces enlieres et positives des diverses valeurs de {x — a)' , 5 6tant le 

nombre des termes du syst^me. Une function entifere quelconque de x 
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^^ >7> /a (^^y )?)» p^i* exemple, jouit aussi de la meme propriete^ et les 
developpements des diverses valeurs obtenues pour cette fonction, en 

prenant successivement pour 19 les divers lermes du systeme circu- 

1 

laire $, se formeront en remplaQant dans Tun d'eux [x — a)' par les 
s valeurs de ce radical. D'oii Ton conclut sans peine que le produit des 
s valeurs de/a(a?, yj) est developpable en serie convergente ordonnee 
suivant les puissances entieres et positives de a; — a, 

Un autre systeme circulaire relatif k (f donnera un second produit 
analogue au premier^ et ainsi de suite; de sorte que le produit final P 
de tons les produits elementaires correspondant aux divers syst^mes 
circulaires relatifs a (p, c'est-^-dire le produit de toutes les valeurs 
que donnent k/, (a^^y?) les p valeurs de )? infiniment voisines de 9, est 
developpable suivant les puissances entieres de [x — u). Done les de- 
rivees totales des divers ordres de P conservent toutes des valeurs 
finies pour a? == a; de meme pour Q, etc. 

Je dis maintenant que si/, (a, ^ ) est nul, la derivee premiere de P ne 
Test pas; en effete (a, f ) est un couple de solutions des equations pro- 

poseesy et» comme on a • ^'^'^ =s o pour a? = a, on ne pent avoir en 

meme temps -4^ = 0^ car autrement le determinant des derivees par- 

tielles des premiers membres des Equations proposees s'evanouirait, 
contrairement a Thypothfese, pour a? = a, ^ = 9. 11 en resulte (voir le 
Memoire de M. Puiseux) queles/? racines ri^ qui se reduisent k f, font 
partie d'un meme systeme circulaire de p termes, et que Tordre des 

differences infiniment petites 17 — 9, comparted k a? — a, est -• On 
aura done 

y)=(p-hA(a7 — a)^-h T, 
et par consequent 



I 



/,(:F,y,)=:B(x~aKH-U. 

T et U d^signent des series de termes proportion nets a des puissances 
de {x — oif sup^rieures a la premiere; A est une constante non s o et 
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B une quantite egale a A ( -p)x=^ «i et par suite differente de zero, car le 

determinant des derivees partielles, qui se reduit ici a ^ -^ jx=«» 

ne pent s'evanouir. 11 n'y a pas de terme constant, puisque /i(^,i3) 
est nul pour ^ = a. 

En faisant done le produit des/> valeurs de/, (a:, ij), on trouvera 

P = — (— iyB'(ar — a)-l-V, 

V etant une derie de termes contenant des puissances entieres de a? — a 
superieures k la premiere, et» par consequent* 

Ainsi le produit (4) se partage, dans le cas present, en facteurs P, 
Q,... jouissant precisement des proprietes des facteurs elementaires 
fi {^f v?) qui ont seryi de base a Texamen du premier cas. Les valeurs- 
limites de 17, qui entrent dans Tun, different de toutes cellesqui entrent 
dans les autres; leurs derivees des divers ordres conservent des valeurs 
finies, et jamais leurs derivees premieres ne s'evanouissent en meme 
temps qu*eux. En raisonnant done comme ci-dessus, on arrivera au 
resultat qu*il s*agissait d'etablir. 

II. Le degre.de I' equation (5), etpar consequent la somme desdegres 
de multiplicity de ses diverses racines, est Sgal am^m^. 

Nous aliens reconnaitre en effet que, pour x infini, le rapport -~-^^ 

converge vers une limite finie differente de zero. Dans cette hypo- 

these, la quantite - converge toujours vers une certaine limite p, car 

le coefficient dey"« dans requation(i) n'est pas nul; de plus, le groupe 
principal de cette equation s'evanouit pour x = if / = p. Le rapport 



(*) M. Puiseux a ^rt^de ses reeherches les fonctions alg^briques provenant d'^qualions 
non irr^ductibles ; mais on peut ais^ment s'assurer que cette restriction n^alt^re pas Texac- 
titude de nos conclusions. 
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^ \^t converge evidemment vers le resultat de la substitution de i et p 

k X eiy dans le groupe principal de Tequation (a); or cette limite ne 
peut etre nulle, car autrement les deux groupes principaux s'evanoui- 
raient en meme temps pour les valeursnon toutes deux egales a o : 
07 = 1, j'= jO. Done, ce rapport et les /W|— I analogues ont des limites 
finies qui ne sont pas nulles non plus que leur produit. 

6. Ces developpements me paraissent necessaires pour fixer le sens 
du th^oreme de Bezout, dont Texposition ordinaire laisse evidemment 
beaucoup a desirer. Je passe a la demonstration d*un theoreme indis- 
pensable a nos recherches, et d'ailleurs extremement important en 
lui-meme. II s'appuie sur le lemme suivant : 

Soit (p {x, y) une fonction entiere rCadmeltant aucun facteur entier 
variable de degri infdrieur au sien, ou dont les fa^cteurs premiers sont torn 
differents; soit encore (a?, y) une autre fonction entiere quelconque. Si 
toutes les solutions finies de Inequation 

virifient la suivante : 

(lo) <!>(x\jr)=zo, 

on aura identiquement 

(II). *(^,r)==Q9(^»r)' 

ou Q est une autre fonction entiere. 

Si (f {x, y) est une fonction premiere, ordonnons-la par rapport aj 
et nommons A le coefficient de la plus haute puissance de cette va- 
riable, qui est generalement un polynome en x. L'equation 

eonsideree comme liant Tinconnue j" au parametre x, est evidemment 
irreductible. Son premier terme a pour coefficient Tunit^, et ses ra- 
cines, qui sont necessairement finies quand on n'^ pas A=o, veritient 
toutes Tequation (lo). Dpnc le premier membre de cette dernierc est 

Annales scientifqucs de ttcole Normale superieure. Tome IV. 22 
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divisible par celui de Tequation (la), et le quotient Q'est une fonction 
entifere par rapport ky et aussi par rapport k a?; au moins les coefli^ 
cients de j ne peuvent-ils contenir des fractions ayant d'autres deno- 
minateurs que A ou des facteurs de A. On a done 

(i3) <i^(:r,r) = ^<f{x,x). 

pour toutes les valours dey et pour toutes celles de a: qui ne reduisent 
pas A k z^ro. Nommons a une racine de 

(i4) A = o, 

b une valeur de y qui ne verifie pas ('Equation 

<p(a,jr)=o, 

et aprfes avoir fait j^ = b dans (i3)y faisons converger x vers a. Le pre-* 

mier membre a pour limite ^(a, b); le dernier facleur du second tend 

0' 
vers la limite difT^rente de zero f {a, 6), done ^ converge vers une 

limite finie. Gomme la quantite b pent etre cboisie d'une infinite de 

manifereSi chacun des coefficients des puissances de y dans ^ con^ 

verge aussi vers une limite finie, et il en est de meme relativement 
a toute autre racine de I'^qualion (i 4)* D'oii Ton conclut sans peine la 

possibilite d'efTectuer dans ^ des reductions propres a faire disparaitre 

tons les denominateurs. Cest ce qu'il fallait etablir. 

Quand f {Xj y) est un produit de facteurs premiers differents 
fi fa*.., on ne pent avoir f « =0 sans avoir en mSme temps <p = o, et^ 
par suite, ^=30; done on aura, par ce qui pr^cfede, 

(i5) * = Q.?M 

Les solutions finies de T^quation 

ne peuvent toutes annuler f,, sans quoi fi serait divisible par f,, et 
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par consequent cette fonction serait ou compos^e^ ou egale k f s* con- 
trairement k ce que nous avons suppose. II en r^sulte que les solutions 
de Tequation precedente qui n'annulent pas f « reduisent k zero $, et 
in^me, en vertu de Tequation (i5)» Qi; mais cette fonction est conti- 
nue, done elle s'evanouit meme pour les valours des variables qui 
annulent 91 et fa k la fois, et on aura, comme nous Tavons prouve tout 
k Theure, 

puis, de meme, 



d'ou Ton tire en definitive 

Qs» Qt9--> Q etant toutes des fonctions entiferes. 
7. Tfl^ORiME FONDAHEirrAL. •— Si les iquations donndes 

sont soumises aux conditions ci-dessus posdes^ etqui consistent en ce que 
1® leurs groupes principaux sont disjoints; d? leurs couples de solutions 
sont torn simples, toute fonction entiere Y [x^y) des variables inddpen- 
dantes x^ y qui s'ivanouit pour Sous leurs couples de solutions est Hie a 
leurs premiers membres par la relation 

{16) F = P./.4-P./„ 

oil P| 9 P3 sont des fonctions entieres. 

Et si fi, fji|, juis ddsignent les degres des trois fonctions F, P|, P^, on 
peut supposer en mime temps ou 

{17) fA, = |:x — m„ /[Xt^/x — m,, 

OU 

(18) |Xi=5|ui — mi, /uisi=|ui — m,. 
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Comme nous Tavons reconnu {n? 2), Tequation (i) peut etre sup- 
posee du degre m^ par rapport a j et ne fournir que des racines tinies 
quand on la resout par rapport a cette inconnue, en considerant 
Tautre comme une variable independante. Nommons ^ une quelconqu^ 
des racines; le rapport 



>9) 



etaut une fonction rationnelle d'une racine de Tequation (i) et du pa- 
rametre x^ est equivalent a une autre fonction rationnelle $3(0?, ri) 
des memes quantites, mais entiere par rapport a >?» et d'un degr^ infe- 
rieur au moins d'une unite a /w< degr6 de ri dans Tequation (1). {Voir, 
pour la demonstration bien connue de cette proposition d'analyse alge- 
brique, le Cours d'Algihre supdrieure, par M. J.-A. Serret, 2* Edition, 
p. 38 et suiv.). 

Comme ri reste finie pour toules les valeurs finies de x, la fonc- 
tion 4»a jouit de la meme propriete, sauf peut-etre pour des valeurs 
correspondantes de a?, >] appartenant a un meme couple de solu- 
tions {oCf /3) des equations simultan^es (a), et qui reduisent a z^ro le 
denominateur/2. Mais on peut s'assurer que le rapport (19) conserve 
dans ce cas meme une valeur finie ; il sufBt d'observer que^son nume- 
rateur F s'^vanouit lui-meme par hypothese, et de chercher ensuite, a 
Taide des precedes ordinaires du calcul difTerentiel » la limite vers 
laquelle il converge quand x tend vers a el-n vers p. 

Si ( 2^jx=a n'est pas nulle, les deriv6es totales des deux termes 
par rapport a x prennent pour a? = a les valeurs finies 



rfF(«, (3) rfF(a, (3) 
da d^ 

da d^ 






da d^ 

rf/(«, P) d/(«, p) 
da d^ 



, dMa,P) 



et la derniere ne peut etre nulle, car elle est proportionnelle au deter- 
minant des d^rivees partielles des premiers membres des equations 
propos^es qui n'admettent que des couples de solutions simples (n® 3). 
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Done, la valeur cherchee de Texpression (19) se reduit au rapport de 
ces derivees, et par suite k une quantite finie. 

Quand ^'^J^* ^^ est nulle, on arrive au meme resultat en changeant 

de variables. Nommons p, q, r, s quatre constantes dont le determi- 
nant [ps — qr) ne soit pas mil, et posons 

X = px' -h qr\\ Yi = rx' -^ sn' ; 
a = p(x! -^q^\ P = ra! 4- *(3' ; 



a\ j3' sont des quantit^s finies verifiant les equations simultanees 



1 /, (/>*'+ qf, rx'+ sy ) =/, ( x', X' ) = o, 
qf, rx'-hsjr') =f,[x',y') = o; 



les variables x', rt', dont la seconde est fonction de la premiere, sont 
liees par I'equation 

/.(x',n') = o, 
et le rapport (19) devient 

Nous avoDs k chercher sa valeur pour a?' = a', >j' = j3'; on trouvera 
aisement 



non =0 



et 



df\ df, 






df^ 


df 




dx' df 






dx dy 




df. rf/. 


= (ps. 


-qr) 


df. dfi 




da^ df 






dx t 


x — a. 




dr. df\ 




dfA^\W) 


dx' df 


.^f±. 


dx" ~ 


^ df, 


' dy' 








df 







Done, rhypothese a/ = a' rendra comme ci-dessus la derivee du de- 
nominateur du nouveau rapport 4gale h uue quantite finie difT^rente 
de z^ro, si Ton a 



{^)}z''r''='"' 
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Cest ce qui a toujours lieu quand on prend q non = o, comme il est 
permis de le faire^ car 

d^' ~' da ■*"* d^'^^'~di ' 

et ^'\^' ^^ ne peut s'evanouir, sans quoi le determinant des derivees 
partielles s'evanouirait lui-meme, contrairement k Thypoibbse. 

Ainsi, la fonction ^s (^» >?) conserve une valeur finie pour toute 
valeur finie de a?; a present, il est facile de prouver qu'elle est aussi 
entiere par rapport k cette variable. En Tordonnant suivant les puis- 
sances de v7, on obtiendra 

*a ( J?, TQ ) = A. H- A, yj -h A, yj' 4- . . . -l-A«,-» >j"»-', 

Ao» A|,..., Am^^i etant des fonctions rationnelles de x; et, en rempla- 
Qant Y) successivement par les m, racines de Tequation (i), on trouvera 
les mi equations lineaires 



(7.0) 



*» (^, yj* J = A. -*- A, yj,. -f- . . . -h A«,-.i y}^'""'. 



d*ou nous allons tirer les valeurs des quantites A, qui correspondent 
a une meme valeur de x. 

Les formules de Cramer donnent 

Ay— ^ , 

oil k designe une fonction entifere des quantites >}» et A le determinant 

I TQi »?... yj^*""' 



I >3« 



Le numerateur de A/ est toujours fini, puisque les valeurs de ri et 
de $2 (^» ^) le sont elles-memes. Le denominateur ne peut itre nul que 
si quelques-unes des quantites ri sont numeriqu^lment egales pour 
la valeur de x consid^ree. En effet» ondeduit successivement des pro- 
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priet^s elementaires des determinants : 



,75 



A = 



1 rii 

O »a — TQi 



7), . . . 
TJ, — TQ,. 



^m.-i_^m.^i 



O lf)«.-TI. >jj,— >)?• 



n'"t-» — Y)*"!— ' 



= (ni— »»i)(»i — TQi)...(% — >»i) 



I u,-h*i. iiJ-hntT?. -hyij.- yj^*""* -I- <~^r}. -<-...-+-<'*■ 



I y)„ -Hill >j1 -^T^™ >ii-^-^?- 









:(tQi — 1Qi){lQj--r}i) ... (tj«, — T)i) 



I TQa ml 



fl*".-' 



lit, m. 



ety par suite* 

Done, ce eas except^, la valeur de Ay est necessairement finie pour 
toute valeur finie de x; cette fonction de <v est done entiere, puisque 
nous savons d'autre part qu'elle est rationnelle. 

Quand plusieurs des quantites v7i»--m v7m, deviennent egales* quel- 
ques-unes des Equations (20) deviennent identiques» et le systfeme 
entier ne suffit plus k la determination des valeurs de Ao»...» A,^, . Mais 
il existe alors entre ces quantit^s d*autres equations lineaires qui se 
d6duisent des Equations devenues inutiles par des difTerentiations re- 
latives k Y79 et qui» jointes a celles que Ton doit conserver, donnent 
un determinant non = o, dont la consideration conduit au meme re^ 
sultat. Que Ton ait par exempleiQ, =>},=... =T(}At >?o >?*+i?.-» >?«, elant 
toutes inegales; on aura ^videmment non-seulement 

*, (a:, rj, ) = A. + A. Yj, -+- . . . -hA,,_, iq^ "' , 

mais encore les A — 1 Equations 



dn] 



= A.-|-A,aT(},H-...-+-A«.-,(m, — i)r}7* % 
A,a-|-...-+-A,.-.(m, — i)(m, — 2)io7»~'\ 



j^^ ■'=...-+-A«.«,(w, — i)...(m, — A--hi)yj,' , 
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qu'on devra substituer dans le systeme (20) aux k— 1 qui suivent la 
premiere. Le determinant A' du nouveau systeme est done egal a 

pourvu que les differentiations soient commencees par la droite, et 
qu^apres chacune d'elles la variable ri, a laquelle elie se rapporte, soit 
remplacee par Yjf. On trouve^ par un calcul tres-simple, 



A' — 1. 1 .2. 1 .2.3;.. 1 .2. . .A'— 1 [(yi4+i — yii)(r}*+i — Y)i). . •(»«.— »•)]* 

X(y}4+a — y}*+i). ..(>}*, — rik+i). . .(yja, — y)«.-i); 
A' n'est done pas nul. 

En raisonnant de mSme quand il y a plusieurs groupes de quantites 
egales dans les racines V7» on arrive a un determinant proportionnel a 
un produit de puissances de differences de quantites inegales, et par- 
tant non = o. Ainsi, dans tous les cas, les quantites Aq,..., A^.^i sont 
finies en meme temps que x, et$2 (^> >?) ^st une fonction entiere aussi 
bien par rapport a x que par rapport k yi. 

Consideronsmaintenant la fonction entiere 

( 21 ) F [x, 7) - 0, (a:, r)/, (;r, y); 

elle s'evanouit quand on remplacej par une des racines vj, e'est-k-dire 
pour tous les couples de solutions finies de I'equation {i}; d'ailleurs, 
le premier membire de cette equation ne pent contenir plus d*une fois 
le meme facteur premier ; ear, si on avait 

H, K elant deux fonctions entieres»on aurait aussi 

gi, h, k designant les groupes principaux de ces trois polynomes. 
Comme gt et le groupe principal de/, ne peuvent s*evanouir ensemble 
que pour ^ = j = o, il en serait de meme pour A* et ce meme groupe, 
c'est-a-dire que les groupes principaux de/a, H* seraient disjoints, et 
les equations simultanees 
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auraient au moins (n^2 et 5, II) un couple de solutions finies {a, ]3), 
qui appartieudrait aussi aux equations (a). Mais on trouverait pour 



df, df: 




</H (/H 




</K </K 


dx dy 


= 2HK 


dx dy 


+ H' 


dx dy 


^ ^ 




%_ df. 




%_ ^ 


dx dy 




dx dy 




dx dy 



= 0, 



et, coutrairement a I'hypolhese^ les equations propos^es admettraient 
au moins un couple de racines multiples. Done, en vertu du lemme ci- 
dessus demontre, la fonction (ai), divisee par/^ {x, y), donne un cer- 
tain quotient entier ^4 (a?, y)^ et Ton a 

c'est le premier point qu'il fallait elablir. 

Appelons .a^* jx', les degres de O,, $,, et, comme nous Tavons fail, 
fx celui de F;si les sommes jx^ + mi, jx'^+m, sont inegales, la plus 
grande est necessairement egale a jx, car elle mesure le degr^ du 
second membre de I'equation (ati)^ et par consequent celui du premier. 
On a done, soil' 

soil 

Si au contraire ces sommes sont egales et si leur valeur commune ne 
surpasse pas /x, on a evidemment 

mais cette valeur commune pent surpasser jx, car rien n'empeche que 
dans la reduction du second membre de (22) a un polynome ordonne 
suivant les puissances des variables, les termes de degres superieurs 
a /x ne se detruisent mutuellement. Soient alors f «, f s les groupes prin- 
cipaux de *i, *2 et ^,, ^a ceux de/,,/, ; I'ensemble des termes de 
degre |x',-f-/n| ou /x,-f-/n, dans le second membre de {^2) developpe 
^^^ 9* g*"^ figi'y in^is <^^t^^ quantite est identiquement nulle, car 
le degre du second membre ne pent surpasser celui du premier. Dela 
relation 
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on tire 

Les polynomes homog^nes g^f g^ sent decomposables en Tacteurs du 
premier degre, et il est visible qu'aucun facteur nr -h^y de g^ ne peut 
diviser g^, car en appelant k une quantite differente de zero, les 
valeurs 

qui ne peuvent 6tre toutes deux egales k zero» annulant rx + sy, an- 
nuleraient aussi a la fois gt et g^, cq qui est contraire a Thypoth^e. 
Donc^o premier a g^f divise f,, et Ton a 

(23) ?»=0g„ 
et, par consequent, 

(24) 9^ = -'^gu 

$ d^signant un polyndme homog^ne de degre fx', — m^ = ix\ — m,. 
Ajoutons membrea membre Tequation {22) etl'identit^ 

o=:e/,./ — 9/./,, 
il viendra 

et les fonctions qui multiplient/, ,/a ne sont plus que des degres {x\ — i , 
/x'a — I, au plus, car leurs termes de degres /x'^, /x'^ se detruisent reci- 
proquement en vertu des relations (23), (a4). 

En raisonnant comme tout a Theure ou en employant cette inethode 
de reduction selon le cas, on arrivera evidemment toujours k trouver, 
pour les multiplicateurs de/0/2 dans la formule (2a), des fonctions 
entieres P<^ Pa dont les degres |x<, [i^ verifient Tun ou I'autre des sys- 
temes d'inegalit^s (17), (18), car la plus grande des sommes ft, + m,, 
jXj 4- ma ne peut s'abaisser au-dessous de /x (*). 



(*) 11 est ais^ d'obtenir les solutions entidrea de l*6quatian ind^termin^ 
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8. Occupons-Dous a present des sommes des puissances semblables 
des solutions des Equations (a). Nous avons vu (n**3) qu'en appelant 

enlre le6 foncdons inconnues 4^,, 4»2. Gomme on a 

/P.-h/.P, = F, 
on aura aussi 

y;(*.-p.)+/,(*.-p.) = o; 

d'oii 

^ / ®t /» "® peuvent avoir aucun facteur entier commun, car autrement leurs groupes 
principaax ne seraient pas disjoints; done 

et par suite 

*. = p.~^/;; 

O d^ignant une fonction enti^re. 

Les fonctions donndes par ces formules sont ^videmment les plus generates qui vdrifient 
r^qnation ind^termin^, si Pon prend pour 8 une fonction enti^re arbitraire. 

Quand e est un polyn^me de degr6 fixe k coefficients variables, I'^quation 

4>, = o 

reprdsente une courbe variable de degr^ d^termin^ passant par les points communs aux 
deux courbes 

P. = o, /, = o; 
de m^roe T^uation 

*j = o 

correspond a unfaisceau de courbes ayant pour sommets les points d'intersection des courbes 

P, = o, /, = o, 

ei le lieii des iniersectioDS des ^l^ments correspondants des faisceaux (^, ), (4», ) est la courbe 

F = o. 

Aussi, pour obtenir un mode de ginSration (Tune courbe algdbrique par les intersections 
mutuelles de deux faisceaux de courbes variables^ il suffit dc connattre deux courbes fixes 
dont tous les points d* intersection appartiennent a la propos^e, Cette remarque peut ^tre 
fort utile en g6om6trie; en particulier eUe conduit tout oaturellement aux nouvelles gto^- 
ratioBS trouvto par M. Ghasles pour les courbes du troisi^me et du quatri^me degre. 

II est bon d'observer en passant que les limites inf^rieures des degr^ de P,, P,, que nous 
avons trouvto tout k Fheure, n*exisieraient pas n^essaireinent si /,,/, n'avaient pas leurs 
groupes principaux diiQoints.Ba preiiani,par exemple,pour e une fonction d'un degrdsuffi- 
samment 61ev^, on peut rendre les degr^ de 4>^, ^^ bien sup^rieurs & /a, et F sera dto)mjf)086e 

23. 
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(a, /3) un couple de solutions et posant 

f, = p,{x ^ a) -h q.ix — ^h 



en la somme des produits de ^,, ^^ par des fonctions enti^res/,, /, dont les degr^s ne peu- 
vent 6tre abaiss^ au-dessous des diffiSrences entre celui de F et ceux de 4>,, 0, puisqu'elles 
sent negatives. II est Evident que les groupes principaux de O,, ^^ ne sont pas disjoints. 

Cette proposition, que je d^montre ici pour en faire un usage fort restreint, a lieu pour 
des fonctions enti^res k uu nombre quelconque de variables ; on I'dtablirait sans peine en 
suivant notre m^thode. Je n'ose pas encore m'en attribuer la d^ouverte, bien -que je ne Faie 
pas encore vue ^nonc6e, encore moins dtoontrde g^n^ralement. Elle me parait ^tre d'une 
importance capitate dans la doctrine des expressions k plusieurs variables ou inconnues 
simultan6es, oh elle joue le mdme rdle que la suivante dans la thdorie des Equations k une 
seule inconnue : Quand une Equation entiere admet toutes les racines tPune autre equation 
qui n*en a point de multiples^ son premier membre est dtpisible par celui de cette autre, 
J'en citerai les applications suivantes^ qui se pr^sentent d'elles-m^mes : 
I® Si deux courbes algebriques de degr^ m, /w, ont m^ m, points d^ intersection sur une 
courbe de degre m^, les m^[m — //f,) autres sont sur une mime autre courbc de degre 
m — /;i,. En effet, les m, m, points d'intersection des courbes (m,), (m,) sont tous sur la 
courbe (w); done, en appelant/, /,yi, les premiers membres des Equations des courbes 
propos^es, on a 

ou /^p p^ sont des polyndmes entiers. Done, les points communs aux courbes/,, /qui n'ap- 
partiennent pas k/ , il y en a w, (m — w,), sont situ6s sur la courbe p^ = o, dont le degr^, 
comme nous I'avons reconnu, est g^n^ralement 6gal k m — m^, 

ExEMPLB. — Quand deux courbes du troisieme degri ont six points iP intersection sur 
une conique, les trois autres sont en ligne droite. On ^tablit ordinairement c«tte proposition 
par une m^thode toute diff^rente. 

2"* Le premier membre F de T^quation de degr^ m^m^ qui a pour racines les valeurs 
d'une m^me inconnue dans les couples de solution des Equations (a) peat 6videmment dtre 
considdr6 conmie une fonction des variables x, y ( bien qu'elle n'en contienne qu'une seule ) 
qui s'^vanouit pour tous les couples de solutions des Equations proposes. On a done, en 
vertu de notre tb6ordme fondamental. 

Pi ^^ Pi ^^^^ ^^ fonctions enti^res. Done, on peut toujours Sliminer une des variables en 
ajoutant membre a membre les equations proposees multipli^es par des polyndmes entiers 
convenablement ckoisis, 

Quand les Equations simultan^s ne satisfont pas aux conditions poshes, le th^r^me fon- 
damental a toujours lieu, mais avec des modifications dans T^nonc^ que je n'examinerai pas 
en ce moment. 
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oh Pi, qt, p2^ 7a*soDt des fonctions enti^res de x^yei aussi de a, /3, le 
determinant 

^^'^ r I' 

jouit de la double propriete : 

1** De s'evanouir quand on prend pour x, y les elements de tout 
couple de solutions autre que (a, /3) ; 

1^ De prendre la meme valeur que le determinant 



(26) 



pour a? = a, 7 = p. II en resulte que si on calcule les m^m^ determi- 
nants semblables k (a5) en considerant successivement les /nim, cou- 
ples de solutions des equations propos^es, leur somme prend la meme 
valeur que Texpression (26) chaque fois que Xy y regoivent les valeiirs 
d'un couple de solutions. Done la difference 



t- 


df. 

dr 


%' 


dfi 



p>> <i> 




%^% 


p„ q. 




df. df, 
dx* dx 



s'evanouit pour toutes les valeurs de x^ y propres a verifier les equa- 
tions proposeeSy eten vertu du theorfeme fundamental on a, quelles que 
soient ic, v, 

Pi, qt ^ dx Up 

Pu qt dft dfi 

dx djr 



(^7) 



— ?'/» -+- 9'fu 



fit ^2 etant deux fonctions entiferes des variables. Cost Tidentite d'oii 
nous aliens tircr les formules de Newton pour les equations simul- 
tanees. 

11 resulte du mode de formation dep^, q^ que ces quantites sont des 
fonctions entieres de {x — a), {y — P) de degre m, — i , et si on deve- 
loppe'les puissances et produits de ces differences, elles deviendront des 



Digitized by 



Google 



r8a EXTENSION AUX EQUATIONS 8IMULTANJSES 

fonciions entieres de x^yy a, |3 de degre m^ — i par rapport a x^y^ 
et aussi par rapport a a, ]3; de meme, p^ et q^ se traosforment en des 
fonctions entiferes de degre m^ — i par rapport a a?, j^ et a, /3. Done les 
determinants semblables a (25) sont du degri m, 4- ma — a = |x par 
rapport, soit a x^ y, soit a a, ^y et leur somme est une fonction de 
degre /x en a?» y dont les coefficients sont des fonctions lineaires des 
sommes sym^triques 

2. 



[28) 



-=. nil niij 



doDt le nomhre est 



fx-+-i = 



_(pt-t-a)(/ji-^0 



.2 



Le determinant des derivees partielles etaut lui-meme du degre /x, 
le premier membre de Tequation (117) est aussi du meme degre, et, 
comme on Ta vu (n^7), on pourra supposer ou que le degre de 7, est 
egal a fjL — /n<, etceluide^a =<i^ — ^a* ouque le premier est <jui — m, 
et le second = /x — m^. On pourra done toujours representer 90 (f^ par 
des fonciions entieres des degres /jl — m< = m, — 2, /x — m^ = m, — 2 
a coefficients indelermines dont quelques-uns seront pris 6gaux a zero, 
si Fun des degres de f « et f), est au-dessous de sa valeur naturelle. 

En ordonnant les deux membres de I'equation (27) par rapport aux 
puissances et produits de x^ 7, et egalant les coefficients des termes 

semblables, on obtiendra ^^^^ — ^^^^ — ^equations qui contieunent li- 

neairement les sommes inconnues (28) et les coefficients egalement 
inconnus des fonctions 94, 92* 
Le nombre des coefficients de f « est 

m,(mj— i) 
' I = > 



1W2 

i.a 
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celui des coefficients de y, est pareillement — -' ~ ^, et par suite le 
nombre total des inconnues s'elfeve k 

(j^i-^2)(|[A-f-i) _^ /w,(m,--i) _^ m^(mt— i) 

I .2 1.2 1.2 

Les equations lineaires dont il s'agit et que nous designerons^ pour 
abr6ger, par lesigne [p, q), ne suffisent done pas pour determiner les 
sommes cherchees, puisque leur nombre est inferieur k celui de toutes 
les quantites inconnues. 

Mais on remarquera qu'en faisant x = a,jK = l3 dans I'equation (i), 

puis les multi pliant successivement par les ^'^^'"^ ^' quantites 

«, (3, 

et faisant la somme des r^sultats obtenus en rempla<;ant a, j3 par les 

m* /Wa couples de solutions, on obtient ^'^^'~'' ' nouvelles equations 

lineaires (f«) entre les sommes (28); que» pareillement, on pent 

deduire de Tequation (a) ^'t^'-~ V autres equations lineaires [s^) 

entre les mSmes inconnues; par consequent on a toujours, outre ie^^ 
equations [p^ 7), -les deux syst^mes (^i), (^2) qui completent le nombre 
d'equations necessaire au calcul de toutes les inconnues. D'ailleurs, les 
quantites connues de ces equations sont des fonctions entieres des 
coefficients des equations proposees.* C'est done r ensemble des relations 
{p, q)f (*,), (x,) qui repr^sente les/ormules de Nev^ion pour les Squa- 
tions simultanies binaires^ car elles raminent le calcul des sommes des 
puissances semblables des solutions a la resolution de simples Equations 
Un^aires. 

9. Les remarque&suivantes 6€lairciront encore eette analyse : 

1^ Les fottetions entieres p^f q^ ne soul pas determinee» d'une ma- 
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Qiere absolue, car elles ne sent assujetties qu'k verifier requation 

CJi (a? — a) -+- X. (r— P) =/» 

(I'oii Ton tire (votrla premiere note du n®7) 

w. = pi-*-fli(r— P)» 'X' = ?« — o»(^ — «)' 

$4 etant une fonctioD entiere quelconque. De meme, les valeurs les plus 
generates de/^j, ^asont 

nj, = />, — Ot(r— (3), X» = ?»^- Oiix — oc). 

D'apres cela, la forme la plus generale du determinant (^S) sera 



P*7 ?a I 






-he,/-+-0,/„ 



et son introduction dans Tequation (27) ne change rien a nos conclu- 
sions; on trouvera seulement d'autres valeurs pour les coefficients des 
fonctions (p^ fj. 

Mais voici un resultat important : si on choisit d,, 6\ de telle sorte 
que Ton ait 

ridentite (27) devient 

(29) 2 

elle offre alors Tanalogie la plus frappante avec Tideutite de Newton 

yIl£)=F'(x).. 

Malheureusement il parait difficile de determiner a priori ce qu'il 
y a d'arbitraire dans les fonctions /i| , g^fPif q%^ de maniere a ramener 
ridentite (37) ^ la forme (29). On pent meme se demander si, pour 



Pi, ?. 




^• 


1 


P>> g> 




^• 


f 
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line meme equation, cette determination est independante des coeffi- 
cients de Tautre, c'est-a-dire si/, etant donnee, par exemple, Pn9i 
auront les memea valeurs quelle que soit/^, ce qui ne serait pas sans 
importance. 

a? Pour calculer/^o ^o il n'est pas necessaire d'employer le precede 
(n? 3)» qui exige Tapplication de la formule de Taylor, puis le deve- 
loppement ulterieur des puissances et produits de (x — oc)^ (y — |3). 
On pent former ces fonctions par une sorte de division algebrique a 
deux diviseurs, qui peut Stre consideree comme I'extension de cette 
operation 6lementaire aux. expressions binaires. Yoici la disposition 
du calcul : 



!•■" diviBeur. 


Dividende /.. 




3«« diviseur. 


ar — « 


/*, -♦- ^»,— 1 -♦- tmi^i -+-..• 




. r-(3 


i«r quotient. 


Dindendes partieU. 




a™* qaotient. 


tt,,_, -h !/»._, -h . . . 




^-. 


_, -hf..-, -+-... 



^iii,» ^m,-o ^m^-a*-* repr^sontcut les groupes homogenes de degres m^, 
m, — I, m, — 3,..., dont/, est la somme. On dwise celui de degre 
le plus eleve par a?, y, c'est-a-dire que Ton cherche deux quotients 
«in,-M ^m,-< tels que Ton ait 

On multiplie ces quotients par a, |3 en changeant les signes. On ecrit 
la somme des produits au-dessous du dividende, et on abaisse le groupe 
de degr& m^ —i; on obtient ainsi un second dividende partiel, et ainsi 
de suite. Le reste a toujours la meme valeur que/i {a, /3) et s'evanouit 
par consequent : les quotients sont des valeurs de/?,, 9i* 

Les divisions partielles peuvent ^videmment etre op6rees d'une infi- 
nite de manieres dont les combinaisons fournissent toutes les valeurs 
possibles de/^o ?i; Isi plus simple en apparence consiste, en vertu de 
la propriete des fonctions bomogbnes, k prendre chaque quotient par- 
tiel egal a la derivee par rapport k a? ou j" du dividende correspondant, 
divisee par le degre de celui-ci; Talgorithme est ainsi beaucoup sim- 
plifie. 



Jntudet scieniifiqmet de I'tcole /formate superieure. Tom* IV. 
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On procedera de meme pour obtenir p^, q^f et plus g^neralement 
pour trouver deux fonctions qui, multipliees respectiyement par deux 
auires donnees» donnent deux produits dont la somme reconstitue une 
foDction donnee, pourvu toutefois que cette sorte de division soil pos- 
sible en vertu de notre theoreme fondaroental. 

En prenant les premiers quotients proportionnels aux derivees des 
dividendes partiels correspondants, on trouye^ pour 1e premier groupe 
du determinant (a5) ordonne : 

dx dy . 

m, m, d(^^ dC^ 
dx dx 

et pour celui de la somme de tons les determinants semblables 



N 



I7t| /Ita 



dx dx 

rfC, 



dx 



4, designe le grpupe principal de I'equation (a) et N le nombre des 
couples de racines du systfeme propose. D'autre part, le premier groupe 
du determinant des derivees partielles des premiers membres des equa- 
tions proposees est : 

dx dy 

dC, dC^ 
1 dx djr 

Maintenant, en egalant les groupes de degr^ jx dans les deux membres 
de la relation (37), et d^signant par g^m,-2> g^i.,-a les groupes princi- 
paux de ^4, f 29 on obtient 



Posons 



rff-. dl^ 

dx dy 

dC dt' 

dx dy 



— ^migW,— » 4* tm^Smx—'i 



y = rx; 
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r etaDt une raciDe de requaiion en - de degre /n^ 



la relation (3o) devient 



X 



-^=0: 






et, par consequentt apres la division des deux membres par af*^'^, une 
equation en r de degre m^ — i seulement ; comme r est une racine 
queleonque d'une equation de degre m^ ^ il faut necessairement que cette 
derni^re equation soit identique» et, par suite, que le coefficient de r^'"* 

T designant le coefficient de y^^ dans /^ soit nul. Or, on pent supposer 
(n® 2) que t n'est pas nul; done 

N = nil His, 

ce qui fournit une nouvelle confirmation du theoreme de Bezout. On 
trouvera ensuite que tous les coefficients de g'm.-a s*evanouissent de 
meme pour ceux de gm^-a. II semblerait, d'apres cela, qu'il suffit d'ef- 
fectuer la division binaire en prenant les quotients simultanes proper- 
tionnels aux derivees partielles du dividende correspondant pour obte- 
nir la relation (27) sous la forme (^29); mais il n'en est rien : on pent 
s'en assurer par Texamen des cas particuliers les plus faciles, par 
exemple celui de deux equations, Tune du troisieme, I'autre du pre- 
mier degre • 

3** La resolution des Equations (/>, y), (5,), (^a) serait extremement 
penible, pour ne pas dire impossible, si chacune d'elles contenaittoutes 
les inconnues. Mais les choses se passent k peu pres comme dans les 
formules ordinaires de Nev^ton. Les sommes d'un m6me degre se de- 
terminent ensemble, independamment de celles de degres plus eleves. 

L'identification des groupes de degre [x dans les deux membres de 
Tequation (27) donne |ul -1- i = m^ -^ m^ — i Equations oil les incon- 
nues sent 2 = N et les ma — I -^ /Wi — I = |x coefficients des groupes 

24. 
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principaux de f «, f 3; ce sont celles d*ou nous venons de tirer la valeur 
deN. L'identification des groupes de degr6 fx — i donne /jl = /n< -+- m^ — 2 

equations oil les iDConnues sont 2)a, ^/^ ^^ les m,— a 4- m, — 2 = fx — 2 

coefficients des groupes qui suivent les principaux dans f^^ f^; ces 
equations contiennent aussi N et les coefficients des groupes princi- 
paux de (p^, (p^; mais ces quantites sont connues par la resolution des 
premieres. De meme pour les groupes de degre /x — 2, et ainsi de suite. 
II arrivera bien entendu tin moment oil on devra faire intervenir suc- 
cessivement des groupes d'equations prises dans les systfemes (54), (^2)* 

On remarquera que les sommes de degre a> dependent simplement 
des coefficients des equations proposees qui affectent des termes de 
degres egaux ou superieurs k m, — w dans la premiere, b /n^ — w dans 
la seconde, absolument comme pour les equations a une seule in- 
connue. 

4^ Le systeme total des equations (/>, q), (s^), {s^) se decompose 
done en |x + I autres beaucoup plus simples, qu'il faut resoudre dans 
un ordre determine. On remarquera que les coefficients des inconnues, 
dans chacun des systemes secondaires, ne dependent que de ceux des 
groupes principaux des equations proposees. 

Pour rendre notre analyse lout a fait rigoureuse, il faudrait demon- 
trer que chaque systeme secondaire est possible et determine. Le pre- 
mier point est evident, le second revient a prouver que le determinant 
des coefficients des quantites inconnues n'est pas nul ; je n'ai pas en- 
core pu Tetablir d'une maniere generate. On trouvera sans aucun doute 
que tous les systemes secondaires ont un determinant commun egal au 
premier membre de I'^quation finale resultant de Telimination de x^y 
entre les equations homog^nes 

(30 '«. = o, C, = o, 

qui ne pent etre nul, puisque ces Equations n'admettent par hypoth^se 
d'autres solutions que x=y = o. Gette induction est au moins ren- 
due fort plausible par Texamen des cas particuliers les plus faciles. 

On pent observer encore que la nuUite du determinant d'un systeme 
secondaire entrainerait, a cause de la compatibilite evidente des equa- 
tions qui composent celui-ci, la nullity de tous les numerateurs des 



Digitized by 



Google 



OES PORMULES D£ ITEWTOir. 1 89 

incoDDues calculees par les formules de Cramer; or» ces numerateurs 
coDtiennent beaucoup de quantites qui D'entreot pas dans le denomi- 
nateur communt et, par consequeut, il est difficile d'admettre qu'ils 
puissent s'evanouir, quelles que soient ces quaotites. 

5** Apr^s avoir obtenu par ce qui precede les sommes de degres 
egaux ou inferieurs k /x, on trouvera successivement celles de degres 
superieurs par un procede analogue a celui qu'on emploie quand il 
s*agitd'une equation a une seule inconnue. Yeut-oUt par exemple, les 

sommes 2 ^'^^'^ 2^ ^•••* 2^^^'^ ^° ^^^^ ^ = ^9 y = ^ dans les 
proposees, on les multipliera successivement, la premiere par les mo- 
n6mes dedegre [i-m^ -hi, a''""'"*"*"', a'*"'"«/3..., jS^-""*"^', et onsom- 
mera les resultats obtenus, en considerant tour a tour tons les couples de 
solutions; de meme pour la seconde, multipliee successivement par les 
monomes de degre |x — m, -f- 1 . On aura ainsi fx — /n<-i-24-jui — Wa-ha 
ou jx + a equations lin^aires d'oii Ton tirera les /x + 2 sommes inconnues 
en fonction des coefficients des equations proposees et des sommes de 
degres inf(6rieurs que la m^thode precedente aurait fait connaitre, et 
ainsi de suite. 

Quand le degre des sommes inconnues surpasse jx + r, on a evidem- 
ment par ce proc^d^ plus d'equations qu'il n'en faut; mais on reconnait 
ais^ment qu'on pent toujours en prendre un nombre suffisant pour 
obtenir un determinant egal au premier membre de Tequation finale 
resultant de Telimination de x, y entre les equations (3i); il se pre- 
sente meme sous la forme que lui donne la metbode dialytique de 
M. Sylvester. Cette remarque confirme I'induction que nous faisions 
tout a rheure. 

10. La metbode que nous venons d'exposer exige, il ne faut pas 
Toublier : i^ que les groupes principaux des equations proposees soient 
disjoints; 2*^ qu'elles n'aient pas de couples-racines multiples. La pre- 
miere condition est de rigueur, car sans elle le theoreme fondamental 
ne> pent exister avec Tenonce dont nous nous sommes servi ; je ne 
puis, pour le moment, trailer ce cas particulier avec toute la generalite 
qu'il comporte. Mais on voit aisement, par la metbode des limites, 
que nos formules subsistant pour des equations dont les couples- 
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racines differeat aussi peu qu'on le veut les uns des autres, on peut 
supposer ces differences infiniment petites, ce qui entraine leur vali- 
dity pour le eas meme oil il existe des couples multiples. 

11. Appliquons la m^thode k un systeme de deux equations du se- 
cond degre, en posant 

/j = atX* H- 26, jry 4- Ci/* -h d^x -f- e^jr 4- A,; 

la division binaire du n^ 9, effectu^e par la methode des deriv^es par- 
tielles, donne ici 

p, = aiX'h AiJ-^- «!«-+- 6, P H-rfi, J, = biX -f-c,7-+-6,a4-c,(3 4-e„ 
p^ = a^x 4- 61^ -+- a,a + 6,(3 -+- rf„ 5, = h^x + c,/ + 6,a -f- c,p -+- e„ 



et par suite, 

Pi, 7t 



= 4 



fli^ 4-6ij^, 6iJ: -¥Cyy 



a-iX -H 62J, 6aX -4- Ca^ 

4- [( fti^i — 6,«, ) 4- (rf, c, — rf,c, )] 2 (3 -+- 4 (rfi^j — rf»^. )• 
On trouvera, d'autre part, 

dx ay 

d^ df, 
dx dr 



= 4 



atx -+-6,j^, b^x -hCiy 
otx -h bty^ btx -h Cty 



a[(a,tf,— «,«,) -f- {dibf flfa*,)]x 



-h2[(6,e8 — 6ie,)-f-(rf,Ca— rfaC,)]j^-h(rf,ei — flfae,). 
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II faut maintenaDt porter ces expressioud dans ridentite (27); jx est 
ici egal k 2^ par consequent fo fa sont des constantes, mais elles sent 
nullest puisque les groupes principaux des deux parties du premier 
membre se detruisent. L*identit4 (37) prend done la forme (^29); en 
egalant les coefficients desmSmes puissances des variables, on trouve: 

2(a.6,— aafr,)^g-f(g»Ca— flaC.)^P — --2[(g,e,— q>e.)4-(rfift» — ^36,)], 

— [(fcie,— 6,e,)-h(rf,c, — rf,c,)2p — 3(rf,e, — rf.e.). 

Ce sont les Equations que nous avons nommees {p,q);m^ — a^m^ — 2 
sont tons deux nuls; par consequent les equations (5,) comprendront 
simplement la relation obtenue en Egalant a zero la somme des r^sul- 
tats de la substitution des quatre couples racines a or, j dans/,, et pa- 
reillement les Equations (^2) s^ r^duiront a une seule. Les voici : 

Des deux premieres Equations (/>, 9) on tire ^a, ^i^ ^^ fonction 
de ai, 649 c«, ^1, e^; a^, &2» ^29 ^2» ^2; ^^^ valeurs, substituees dans la 
troisieme et dans les deux precedentes, permettront de calculer]^a', 

]^a|3, ^j3^9 qui contiendront en outre les derniers coefficients A,, ^2* 

On remarquera que ces deux systfemes secondaires ont bien pour de- 
terminant commun le premier membre de la relation qui exprimerait 
que les groupes principaux des Equations proposes sont tous deux 
nuls sans que les inconnues le soient a la fois. 
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12. Notre theorie s'applique d'elle-meme aux equations entieres a 
un nombre quelconque d'inconnues, pourva que leurs groupes prin- 
cipaux soieut disjoints 9 c'est-k-direnepuisseDts'^vanouir qu'en rendani 
k la fois toutes les inconnues ^gales k z^ro. 

Le theoreme fondamental s'enonce comme il suit : 

Si une fonction entiire a i variables inddpendantes s'ivanouit pour tous 
les systemes desolations de i Equations entiires a i inconnues (en suppo- 
sant que ces systemes sont tous simples, c'est-k-dire n'annulent pas le 
determinant des i^ derivees partielles des premiers membres) , on peui 
lamettre sous forme d'une somme de produits des premiers membres des 
equations donndes par certaines fonctions entiires dont les degris Sgalent^ 
ou du moins ne surpassent pas, les diffirences entre le degre de la fonction 
donnee et ceux des premiers membres des Equations proposies. 

La demonstration se fait a peu prfes comme celle que nous avons 
donnee. On d^montrera ensuite, comme nous I'avons fait, qu'en met- 
tant chaque premier membre sous la forme 

p(a: — a) -4- ^(^ — P) -h r(z — y) -h. . . , 

la difference entre la somme des determinants des i^ quantites 

pi9 q\y r,..., 



et je determinant des derivees partielles s'evanouit pour tous les sys- 
temes de solutions des equations proposees. On tirera une identite ana- 
logue k (27)9 qu'on pourra reduire aussi k la forme (29). On ^crira les 
equations analogues a (/?, q), puis les i groupes d'equations semblables 
k (5,), [s^), et on aura tous les elements necessaires pour calculer les 

sommes des puissances semblables jusqu'k celles de degre jx = ^m — 1 

inclusivement. Toutes les observations que nous avons faites pour un 
systeme binaire sont applicables au cas g^n^ral. 
L'une d*elles conduit au resultat suivant: 

Les sommes des puissances semblables des racines d'un systime d^iqua- 
tions entiires et simultandes^ et par consequent les fonctions symetriques 
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et entieres quekonques sent desfonciiom rationnelles des coefficients des 
Equations proposdes. Ces fonciions sont fractionncUres par rapport aux 
coefficients des groupes principaucc, mais nicessairement entieres y par rap- 
port a ceux de tous les autres. 

Et si Ton admet notre induction (n® 9, 4**) generalisee, lessommes ne 
contiennent d' autre ddnominateur que k premier membre de V equation 
risultant de I'dliminatian des inconnues entre ks Equations qui exprime- 
raient que tous ks groupes principaux sont nuls sans que ks inconnues 
k soknt a la/ois; si done ks coeffkients des Equations proposees sont des 
nombres entiers, et si ce premier membre se rSduit a Vuniti, toutes les 
sommes oni eUes-mSmes pour valeurs des nombres entiers. 

Octobre i865. 



AmtuOts jciMCr/f «e< de rtccle Narmah superitmre. Tome 
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RECHERCHES 

D'OPTIQUE G£0M£TRIQUE, 



Par M. a. LEVISTAL, 

DOCTBOB kS 8CIBNCES. 



PREMIER M£M0IRE. 

SUR LES PROPRIl^Tl^ GJ^NJ^RALES DES SYST&MES OPTIQUES 
DE RAYONS RECTILIGNES. 



INTRODUCTION. 

1 . Les premieres recherches relatives aux proprietes generates des 
systemes formes par les rayons lumineux remontent a I'ann^e 1682, 
et ont trait aux courbes caustiques. EllessontduesaTschirnhausen (*), 
qui se proposa de trouver Tequation de la caustique par reflexion dans 
le cas particulier oil, les rayons incidents elant paralleles et contenus 
dans un mSme plan» la reflexion a lieu sur une circonference de cercle. 
Ce probleme, qui parait aujourd'hui fort simple, etait alors d'une 
grande difficulte, et la solution donnee par Tschirnhausen fut reconnue 
fausise par Cassini, Mariotte et de la Hire, commissaires nomm^s par 
TAcademie des Sciences. L'attention des geomfetres se trouva des lors 
appelee sur ce genre de questions, dont ils ne tarderent pas a appre- 
cier toute Timportance pour I'optique. Les Bernoulli, Carre, de THo- 
pital et plusieurs autres mathematiciens , indiquferent des m^thodes 
generates pour obtenir T^quation des caustiques planes par reflexion 
et par refraction, quelle que soit la nature de la courbe r^flechissante 
ou r^fringente. A une epoque plus recente, la theorie des caustiques 

(*) TscBiaMHAuai^, hwtnta /iot>a,eic.. Acta eruditorum^ aante 168a, p. 364* 

25. 
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planes a ete notablement perfeclionnee par M. Quetelet, qui a montre 
que, dans un grand nombre de cas, ces caustiques, quoique fort corn- 
pliquees par elles-memes, ne sont que les developpees d'autres courbes 
beaucoup plus simples, qui sonl en general des epicycloides {*). 

2. Malus est le premier qui ait consid^re les syst^mes de rayons 
dans Tespace. C'est dans un Memoiresur Topttque, publie en 1810 (**), 
qu'il demontra, au moyen d'une analyse assez laborieuse, le theoreme 
fondamental qui porte souvent son nom. Ce theoreme pent s'enoncer 
de la maniere suivanle i Lorsque tons les rayons qui composent unfais- 
ceau lumineux sont normaux a une mime surface^ Us conservent cette 
propridte apres un nombre quekonque de reflexions sur des surfaces quel- 
conques, et un nombre quelconque de rdfractions par leur passage a tra- 
cers des milieux limitis jouissant de pouvoirs rdfringents quelconques. Une 
erreur de calcul avait conduit Malus a refuser k cette proposition toute 
la generalite qu'elle comporte, et a la restreindre au cas d'une reflexion 
ou d'une refraction unique. M. Charles Dupin reconnut, en 182:2, que 
le theoreme de Malus s'etend a un nombre quelconque de reflexions et 
de refractions, et substitua, pourle cas de la reflexion, une demons- 
tration geometrique fort simple aux considerations analytiques dont 
Malus avait fait usage (*"). Timmermans (**••) et, d^apres lur, Ger- 
gonne ('****), traiterent d'une maniere analogue le cas de la refraction. 

L'importance du theoreme de Malus, qui n'est applicable, du reste, 
qu'aux milieux isotropes, et sa relation avec la theorie des caustiques 
sont faciles a concevoir. Si, en effet, un systeme de rayons lumineux 
pent etre considere comme forme de droites normales a une meme 
surface, il en resulte immediatement que le lieu des intersections de ces 
rayons, c'est-a-dire la surface caustique, n'est autre que la surface a 
deux nappes, lieu des centres de courbure de cette trajectoire ortho- 

(*) QuETELET, M^moire sur une nouvelle maniere de consid^rer les caustiques, soil par 
reflexion , soil par refraction, Nouveaux Memoires de V Academic de Bnixelles, t. IH, p. i5. 

(**) Malus, M6moire sur TOptique, Journal de I'Acole Poiftechnigue, XIV* Cahier, p. 1 . 

(***) Ch. Dupin, DeueloppemenCs de Geometrie; 4' M6inoire : Sur les routes suivies 
par la lumi^re dans les ph^nomdnes de la reflexion et de la refraction, p. 187. 

(****) TiHUERMANS, Correspofidance mathematique et physique y 1. 1, p. 336. 

(*****) Gergonne, Demonstration pureraent geometrique du principe fondamental de la 
theorie des caustiques, Annates de Mathematiques pares et appliqudes^ t. XVI^ p. 307. 
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gonale -des rayons; la th^orie des caustiques se trouve ainsi rattachee 
par uu lien intime a celle de la courbure des surfaces. 

3. Les geometres dont nous venons de parler s'etaient occupes 
exclusivement des milieux isotropes. Les syst^mes de rayons qui se 
propagent dans les milieux de ce genre jouissent, comme nous venons 
de le voir, de la propriete d'etre toujours normaux k unc meme sur- 
face; dans les milieux bir^fringents ou anisotropes il n'en est genera- 
lement pas ainsi, ce qui a fait donner aux systemes qui se propagent 
dans de tels milieux la qualification A'irriguliers. L' etude de ces sys- 
temes irreguliers a 6te abordee pour la premiere fois par Hamilton dans 
son traile intitule Theory of systems of rays, et surtout dans un sup- 
plement publie en i83o(*). Dans ces importants Memoires, Hamilton 
prend pour point de depart le principe de la moindre action, qui, 
lorsqu'on Tapplique aux phenom^nes de I'optique, conduit a la con- 
dition 



i j vds = o, 



ds etant Tel^ment de la trajectoire suivie par le rayon lumineux, {^ la 
Vitesse de la lumiere calculee dans I'bypothese de remission. II fait 
dependre la solution de toutes les questions relatives a la reflexion eta 
la refraction, ordinaire ou extraordinaire, de Texistence d'uwefonc- 
lion caracUristique pour chaque systeme optique de rayons. Cette fonc- 
tion est definie en general de la manibre suivante : 



\zzz I vdsz=zf(x,y,z, x\y\ z\ ^). 



X, yj z sont les cootdonnees du point final d'une trajectoire lumineuse, 
^'» y\ 2' celles du point initial, ^ une constante qui depend de la cou- 
leur. Ce qui distingue les recherches d'Hamilton au sujet de cette inte- 
grale, c'est qu'il la regarde comme dependant des coordonn^es varia- 
bles des deux extremites du rayon et de la couleur, tandis que, dans 
Tenonce du principe de la moindre action, ces coordonn^es extremes 
et la couleur sont consider6es comme constantes, et les points interme- 

(*) Hamilton, Theory of Systems of Rays, Transactions of the Irish Jcademy, t. XV, 
p. 69, el I. XVI, p. I el 94. 
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diaires oil s'efTectue la reflexion ou la refraction sont seuls supposes 
varier. Hamilton, dans le Rapport qu'il fit sur ses travaux a T Association 
Britannique (*), fait remarquer que la fonction caracteristique Y, dans 
I'hypothese des ondulations, represente le temps de la propagation de 
la hurdere d'lin point a un autre. Mais il se borne a indiquer ce point de 
vue sans en tirer autrement parti, ce qui s'explique aisemeot par le 
peu de favour dont jouissait encore en Angleterre ^ cette epoque la 
iheorie ondulatoire de la lumibre. Hamilton s'occupe du reste presque 
exclusivement des systfemes r^guliers de rayons, et ce n'est qu'acces* 
soirement qti'il parte des modifications introduites dans ces systemes 
par leur passage k travers des milieux birefringents. 

4. Les travaux d'Hamilton n'obtinrent pas d'abord toute Tattention 
qu'ils m^ritent» et ce n'est qu'aprfes un assez long intervalle que nous 
voyons M. Kummer revenir, en 1859, sur le mSme sujet dans un 
tres-remarquable Memoire qui porte pour titre : Theorie generate des 
systimes de rayons rectilignes{**). Le c61febre geometre aliemand s'est 
propose d'^tudier dans toute leur gdniraUte les propridtds d'un systime 
de droites rempUssant I'espace ou une portion de I'espace, de telle maniere 
que^ par un point donne, il passe un rayon ou un nomhre ditermind de 
rayons. Se plaint a un point de vue purement giometrique, il n'a nul- 
lement k s'occuper des changements produits dans la direction des 
rayons par la reflexion ou la refraction, ni des relations de ces direc- 
tions avec le systfeme des ondes lumineuses. De plu8» il s*elfeve a un 
degre de generalite qui, sans doute, a un inter^l con^derable pour la 
geometric, mais qui est inutile en optique. Les rayons qui se meuvent 
dans un milieu homogfene quelconque jouissent en efTet, de quelque 
maniere qu'ils y aient et6 introduits, de cette propriete, dont on trou- 
vera plus loin la demonstration, que leur direction a avec celle du 
plan tangent a la surface de Tonde une liaison determinee et constante 
pour un meme milieu. II r^sulte de Ui que les systimes de rayons opti- 
quement realisables dans un milieu donn^ ne sont pas quelconques, 

(* ) Report of the first and the second meetings of British Association for the advancement 
of science y p. 545. 

(**) KuMMBB, Allgetaeine Theorie der gradlinigen Strahlensy&teme, lounml de Creik, 
t. LVn, p. 189. 



Digitized by 



Google 



RECHERCdES D^OPTIQUE GEOM]^TRIQU)5. Igg 

que leur constitution est dans une connexion intime avec celle du mi- 
lieu, et qu'ils presentent un certain nombre de particularites n'appar- 
tenant pas k un systeme de droites choisies tout a fait arbitrairement. 
Les consequences que coinporte la theorie de IVI. Kummer, lorsqu'on 
ia restreint aux systemes de rayons optiquement possibles, ont ete 
developp^es ulterieurement par M. Meibauer {*). Get auteur s'occupe 
presque exclusivement des surfaces caustiques; c'est dans son travail 
que se trouve pour la premiere fois 6noncee d*une facon nette la rela- 
tion qui, dans un milieu homogene quelconque, existe entre la direc- 
tion d'un rayon et celle du plan tangent k Tonde au point ou elle est 
rencontree par ce rayon. 

5. Le rapide apergu historique que Ton vient de lire indique suffi- 
samment le genre de questions que je me propose de trailer. Mon but 
est de simplifier et de generaliser k la fois la demonstration des prin- 
cipes de I'optique geometrique. La methode k laquelle j'ai recours 
consiste essentiellement a faire intervenir dans la solution des pro- 
blemes qui sent du ressort de cette branche des mathematiques appli- 
qu^es la consideration des ondes lumineuses, et aussi celle du temps 
employe par la lumiere pour se propager d'un point a un autre. Cette 
mani^re de proceder offre Tavantage de permettre de prendre pour 
point de depart, non pas les lois de la reflexion et de la refraction dans 
les milieux isotropes, mais le principe general enonc^ pour la pre- 
miere fois par Huyghens sous le nom de principe des ondes eweloppes^ 
et qui est applicable a toute espfece de milieu homogene. Les theo- 
r^mes de I'optique geometrique reQoivent ainsi, par 1' introduction de 
la notion du temps, une forme qui permet d'embrasser, dans un enonce 
unique, les proprietes des trajectoires lumineuses dans tons les milieux 
homogfenes, iso tropes ou anisolropes. 

Le present Memoire a pour objet T^tude des propri^t^s generales 
des systemes optiques de rayons rectilignes, c'esl-a-dire des systemes 
qui se propagent dans un milieu homogene quelconque (**)• Les prin- 

{*) BfeiBAUBR, Theorie der gradlinigen Sirahlensysteme des Licbts, Berlin, 1864. 

(**) Les princjpaux r^ultats contenus dans ce Memoire ont ^t^ consign^ dans une Note 
pr^sent^ k T Academic des Sciences le 10 septembre 1866. Comptes rendus des seances de 
VAead^mie des Sciences j t. LXDl, p. 458. 
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«ipes qui y sont exposes recevront ulterieuremeDt leur application dans 
d'autres Memoires consacres aux surfaces aplauetiques et aux surfaces 
caustiques. Les resultats acquis pour les milieux homog^nes peuvent 
du reste facilement s'etendre aux milieux beterogenes, ceux-ci pou- 
vant toujours etre consideres c6mme formes par la juxtapositiou d'une 
infinite de couches homogenes infiniment minces. 



I. — Definitions et notations. 

6. Soit, dans un milieu homogfene quelconque, un centre d'ebran- 
Icment dont emane de la lumiere bomog^ne : le lieu des points aux- 
quels se communique le mouvement vibratoire, au bout d'un temps 
donue, constitue une certaine surface; comme suivant chacune des di- 
rections qui partent du point lumineux la vitesse de propagation de 
ce mouvement est constante, les surfaces qui correspondent k des 
temps differents sont toutes semblables et semblablement placees par 
rapport au point lumineux. Le milieu etant homog^ne, la forme de 
ces surfaces et leur orientation dans le milieu sont independantes de la 
position du point dont 4mane la lumifere. Chacune d'clles a evidem- 
ment pour centre le point lumineux auquel elle se rapporte; d'ailleurs^ 
la vitesse de la lumiere ne pouvant devenir infinie suivant au<3une di- 
rection, ce sont des surfaces fermees. Nous les appelkrons surfaces 
d*onde caracteristiques du milieu. II est clair, en effet, qu'un milieu 
homogene est optiquement d^fini, du moins pour une couleur d^ter- 
min^e, lorsqu'on connait le lieu des points auxquels un mouvement 
vibratoire correspondant a cette couleur et emane d'un point quel- 
conque du milieu se communique au bout d'un temps donn^. Connais- 
sant une quelconque des surfaces d'onde caracteristiques d'un milieu 
homogene, par exempie celle qui a pour centre un point pris pour orl- 
gine et qui correspond k I'unite de temps, il est facile de trouver toutes 
les autres; pour qu'une de ces surfaces soit d6terminee, il sufHt alors 
de donner son centre et le temps auquel elle correspond. 

Pour que deux milieux homogenes soient identiques au point de vue 
optique (en ne consid^rant toujours que la lumiere d'une couleur 
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determinee), il faut et il suffit que les surfaces d'onde caract^ristiques 
de ces deux milieux correspondant a un oieme temps, par exemple a 
I'unite de temps, soient identiques. II est cependant a remarquer que, 
deux milieux homogenes ^tant optiquement identiques, la lumiere 
peut neanmoins eprouver un changement de direction en passant de 
Tun dans I'autre; c'est ce qui se produira toutes les fois que ces mi- 
lieux seront places de faQon que les rayons vecteurs homologues des 
surfaces d'onde caracteristiques ne soient pas paralleles, comme cela a 
lieu lorsqu'on superpose deux lames d'un meme cristal taillees suivant 
des plans differents. Pour que deux milieux homogenes puissent £trc 
consideres comme formant un tout continu, il faut done et il suffit : 
1^ que les surfaces d'onde caracteristiques correspondant a Tunite de 
temps soient identiques; a^ que les rayons vecteurs homologues de ces 
surfaces soient paralleles. Pour les milieux homogenes isolropes, les 
surfaces d'onde caracteristiques etant loujours spheriques, la premiere 
condition est suffisante. 

Les milieux homogenes dont les surfaces d'onde caracteristiques 
correspondant a I'unite de temps, sans etre identiques, sont semblables, 
constituent un groupe et jouissent d'un certain nombre de proprietes 
communes : tel est, par exemple, le groupe des milieux homogenes 
isotropes dont les surfaces d'onde caracteristiques, correspondant k 
I'unite de temps, sont toutes des spheres, mais de rayons diflferents. 

7. Les surfaces d'onde caracteristiques d'un milieu homogbne ont 
une ou plusieurs nappes, suivant que, sur cbaque direction, le mou- 
vement lumineux peut se propager dans ce milieu avec une vitesse 
unique ou avec plusieurs vitesses difTi^rentes; les milieux dont les sur- 
faces d'onde caracteristiques n'ont qu'une nappe sontdits unirifringents ; 
ceux oil ces surfaces ont deux nappes sont dits birdfringents. A un autre 
point de vue, on distingue les milieux isotropeSy c'est-a-dire ceux dans 
lesquels la lumiere se propage avec la m£me vitesse dans toutes les 
directions, et les milielix anisotropes, dans lesquels la vitesse de propa- 
gation de la lumiere varie avec la direction. Le calcul et I'experience 
s'accordent k montrer, si Ton ne tient comptc que des vibrations 
transversales, qui seules paraissent aptes k produire I'impression lumi- 
neuse, que tout milieu homogene non isotrope est necessairement hire- 

Atmaies icientifiques de fEcoU Normalt superieure. Tome IV. 20 
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fringent. Dans les milieux homogenes isotropes ou UDirefringenls, ies 
surfaces d*onde caract^ristiques sont evidemment des spheres. Quant 
aux milieux anisotropes ou birefringents , Toptique physique nous 
apprend qu'ils se divisent en deux classes. Pour Ies uns, les surfaces 
d'onde caract^ristiques sont formees d'une nappe spherique et d'une 
nappe presentant la forme d'un ellipsoide de revolution, ces deux nappes 
s*enveloppant Tune Tautre et se touchant aux extremiles de Taxe de la 
nappe ellipsoulale : ce sont les milieux uniaxes. Pour Ies autres, les 
surfaces d'onde caracteristiques sont des surfaces du quatrieme degre 
indecomposables en surfaces dii second degre : ce sont les milieux 
biaxes. Remarquons d^s ^ present que les milieux uniaxes peuvent etre 
consideres comme isotropes relativement aux rayons qui correspondent 
a la nappe spherique et qu*on nomme rayons ordinaires. Tons Ies theo- 
remes demontres pour Ies milieux isotropes sont done applicables aux 
milieux bir^fringents uniaxes, Iorsqu*on se borne a considerer dans ces 
derniers milieux les rayons ordinaires. 

8. Nous representerons par 

Tequation de la surface d'onde caracteristique d'un milieu homogene 
ayant pour centre Torigine des coordonnees et correspondant a Tunite 
de temps. Celle de la surface d'onde caracteristique ayant pour centre 
Torigine et correspondant au temps T sera, par suite, 



•^ \T' t' T/ — ' 



Lorsque cette dernifere equation sera supposee resolue par rapport a T, 
nous Tecrirons 

L'equation de la surface d'onde caracteristique ayant pour centre un 
point dont les coordonnees sont (a, b, c) et correspondant au temps T 
sera 

ou 
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S'il y a lieu de consid^rer deux milieux difTerents» nous dounerons au 
signe de la function /ou 9 Tindice 1 pour le milieu oil se propagent les 
rayons incidents et refl^chis, I'indice 2 pour le milieu oil se meuvent 
les rayons refractes. Lorsqu'il s'agira d'un milieu bir^fringent, les 
indices o ou e ajout^s au signe de la function serviront a distinguer les 
deux nappes des surfaces d'onde caract6ristiques. 

Quand nous parlerons de reflexion et de refraction, nous supposerons 
toujours implicitement que la surface de separation oil s'opere le chan- 
gement de direction des rayons est continue, c'est-a-dire qu'en chaque 
point de cette surface on ne pent lui mener qu'un seul plan tangent. 
Cette restriction est essentielle, car la plupart des iheoremes auxquels 
nous serons conduits cessent d'etre vrais lorsque la surface de separa- 
tion est form^e de plusieurs portions de surfaces se coupant sous des 
angles difT^rents de z6ro, lorsque, par exemple, cette surface est polye- 
drique. Le cas oil la surface de separation presente un ou plusieurs 
points saillants doit ^galement etre reserve. 

9. Nous designerons, pour abreger, les rayons ordinaires par le 
signe (o), les rayons extraordinaires par le signe (^). Lorsque la lumiere 
passe d'un milieu birefringent dans un autre miReu egalement birefrin-' 
gent il y a en general quatre especes de rayons refractes : nous desi- 
gnerons par le signe (o, o) ccux qu'on obtient en prenant dans les deux 
milieux les nappes ordinaires des surfaces d'onde caracteristiques, les 
trois autres especes de rayons refractes seront designees d'une mani^re 
analogue par les symboles {e^e), (o, e)^ (^,0), la premiere lettre se 
rapportant toujours au premier milieu, c'est*a*dire a celui dans lequel 
se meuvent les rayons incidents. On sait d'ailleurs que la construction 
qui donne certains de ces rayons refractes pent devenir impossible, et 
leur nombre se reduire ^ 3, ^ 2, ii i, et meme a zero. Lorsque la lu- 
miere emanee d'un point situe dans un milieu birefringent subit une 
reflexion, il y a lieu egalement de distinguer quatre especes de rayons 
reflechis que nous designerons par les memes notations que dans le cas 
de la refraction. Mais ici il faut remarquer que les rayons reflechis (0,0) 
et {e, e) existent toujours, tandis que la construction qui donne les 
rayons reflechis (0, e) ou (e, o) pent devenir impossible. II y a d'ailleurs 
une distinction esse'ntielle k faire entre les rayons reflechis (o, o) et {e, e) 

26. 
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iVune part, et les rayons reflechis (o, e) et (e,o) de Tautre. Pour les 
rayons du premier groupe, c*est la mime nappe de la surface d'onde 
caracteristique du milieu qui correspond aux rayons incidents et aux 
rayons reflechis; pour ceux du second groupe» ce sont deux nappes 
diflerentes. li en resuite, comme cela est aise k concevoir, que celte 
demiere espece de reflexion oflre plus d'analogie ayec la refraction 
qu'avec la reflexion proprement dite. Nous dirons qu'il y a reflemon 
homologue lorsque les rayons incidents et les rayons reflechis corres- 
pondent a une meme nappe de la surface d'onde caracteristique du 
milieu, et qu'il y a r^lexion antilogue dans le cas contraire. Les rayons 
(o, o) et (^9 e) sont done des rayons qui ont subi une reflexion homo- 
logue, tandis que les rayons (o, e) et [e^o) ont eprouve une reflexion 
antilogue. Dans les milieux unirefringents, la reflexion est necessaire- 
ment toujours homologue. 

10. Lorsque les directions des rayons incidents qui, dans un milieu 
homogene, tombent sur une surface reflechissante ou refringente con- 
courent en un mime point situe endegd de cette surface, ce point, qu'il 
soit ou non celui d'ou provient la lumiere, portera le nom de poiru Iw- 
mineux riel; si le point de concours des rayons incidents est situe au 
dela de la surface reflechissante ou refringente, nous dirons, pour 
abr^ger le langage, que ces rayons emanent A*un point lumineua: virtueL 
Quant tons les rayons reflechis ou refract^ qui se propageot dans un 
milieu homogene sont dirigis de fa^on que ces rayons ou leurs prolon- 
gements convergent en un mdme point, nous nommerons ce ^oini/qyer 
total. Si parmi les rayons reflechis ou refractes qui se meuvent dans un 
milieu homogene il y en a une infinite, formant une surface conique, 
qui, par eux-mSmesou par leurs prolongements, concourenten un meme 
point, ce point s'appelleraybxer;>ar^/. Dans le cas dela reflexion, un foyer 
total ou partiel sera dit r^e/s'il est en dega de la surface reflechissante, 
virtuel^'W est au delk; dans le cas de la refraction, ce sera Tinverse. 
S*il existe une serie de foyers partiels formant une ligne continue, cette 
ligne recevra la denomination de ligne/ocak. 

11 . Nous terminerons ces considerations prellminaires par quelques 
remarques importantes relatives aux ondes. 
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Lorsqtie les rayons qui se meuvent dans un milieu homogfene ne sont 
pas issus (I'uu point situe dans ce milieu, ou quand, bien qu'^manant 
d'un point du milieu, ils ont subi une ou plusieurs reflexions, le lieu 
des points attaints au meme instant par le mouvement vibratoire qui se 
propage suivant ces rayons porte encore le nom de surface d*onde. Mais, 
et c'est la un point sur lequel on ne saurait trop insister, ces ondes refle- 
chies ou refractees n'ont pas en general, ainsi que nous le ferons voir 
plus loin, la forme des surfaces d*onde caracterisliques du milieu dans le- 
quel elles se propagent et ne constituent plus necessairement un systeme 
de surfaces semblables et concentriques; dans un milieu isotrope, par 
exemple, ces ondes ne sont spheriques que dans des cas tr^s particuliers. 

Soit un systeme de rayons issus originairement d'un point lumineux 
situe dans un milieu homogbne, et se propageant actuellement, soit dans 
ce milieu, soit dans tout autre milieu homogfene, ces rayons pouvant 
avoir subi un nombre quelconque de reflexions ou de refractions, mais 
n'ayant eu k traverser que des milieux homog^nes : I'onde qui corres- 
pond a ces rayons pent avoir plusieurs nappes, meme lorsque le milieu 
dans lequel ils se meuvent actuellement est isotrope; c'est ce qui arri- 
vera en general si ces rayons ont eu k traverser ant^rieurement des 
milieux birefringents. A plus forte raison Tonde a-t-elle plusieurs nappes 
quand les rayons se propagent actuellement dans un milieu birefringent. 
II estessentiel, d*apres cela, pour donnerde la precision aux th^oremes 
que nous aurons k enoncer, de grouper les rayons qui, issus originai- 
rement d'un meme point lumineux, se propagent dansun milieu homo- 
gene quelconque en syst^mes tels qn'aux rayons d'un mime systeme 
correspondent des ondes dont chacune soit formee d^une nappe unique et 
continue. Nous appellerons rayons de mSme espece ceux qui font partie 
d'un tel systeme. 

Pour que des rayons, issus originairement d'un meme point, n'ayant 
eu h traverser que des milieux homogenes et se propageant actuelle- 
ment dans un tel milieu, soient de meme espece, il faut et il sufflt evi- 
demment, d'aprfes la definition que nous venous de donner : 

i^ Que, si le milieu oil se trouve le point'lumineux est birefringent, 
ces rayons soient tons originairement demime nature, c'est-k-dire tons 
ordinaires ou tous extraordinaires; 

2^ Qu'ils aient subi les memes reflexions et les memes refractions 
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sur les memes surfaces dans le meme ordre, et, par consequeut, tra- 
verse les memes milieux homogenes; 

3° Que, dans chacune de ces reflexions ou de ces refractions, ces 
rayons aient, ou tous conserve leur nature, c'est-k-dire leur quality d'or- 
dinaire ou d*extraordinaire, ou tous chang^ k la fois de nature. 

II faut se garder de confondre la denomination de rayons de meme es- 
pece avec celle de rayons de meme nature : des rayons peuvent etre de 
meme nature, e'est-k*dire tous ordinaires ou tous extraordinaires relati- 
vement au milieu dans lequel ils se meuvent, sans pour cela etre de meme 
espece ; des rayons de meme esp^ce sont n^cessairement de m^me nature. 

12. Gonsiderons enfm un systeme de rayons de meme espfece se 
propageant dans un milieu homogene quelconque; designons par S 
Tonde formee d'une nappe unique et continue qui, a un certain instant, 
correspond a ces rayons, et par R un quelconque des rayons du sys- 
tems Le rayon R peut rencontrer Tonde S en plus d'un point; mais, 
parrm les points d' intersection du rayon R as;>ec Vonde S, il y en a tou- 
jours un, et un seul, oil le mouvement vibratoire est pcuvenu sur le 
rayon R a r instant consider^, et c'est toujours ce point que nous en- 
tendrons designer quand nous parlerons du point oil le rayon R ren- 
contre I'onde S. Cette remarque ne doit pas etre perdue de vue, car ce 
que nous aurons a dire de ce point ne sera nuUement applicable aux 
autres points d'intersection du rayon R avec Tonde S, s'il en existe 
plus d'un. On voit, de plus, que, toutes les fois qu'une ondeS estren- 
contree en plus d'un point par un rayon R du systeme auquel elle cor- 
respond, tous ces points, sauf celui oil le mouvement vibratoire est 
parvenu sur le rayon R a Finstant considere, sont necessairement des 
points d*intersection du rayon R avec d'autres rayons du systeme. 

II. — Principe de Huyghens ou des ondes enveloppes. — Construc- 
tion gendrale des ondes riflechies et rifracties. 

13. Les seules notions que Toptique geometrique ait k emprunter a 
la th^orie mecanique des ondes sont : 

i"" La connaissance de la forme des surfaces d'onde caracteristiques 
des diff^rents milieux homogenes; 
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2** Le theoreme connu sous le nom de principe de Huyghens ou prin- 
cipe des ondes enveloppes (* ). 

II importe^ avant tout, de bien preciser la signification et la portee 
de ce principe fondamenlaU dont nous ne ferons, pour ainsi dire, que 
developper les consequences dans tout ce qui va suivre. 

PlaQons-nou3 d'abord dans le eas le plus simple, celui oil la lumiere 
emanee d'un point situe dans un milieu homogfene indefini se propage 
dans ce milieu sans subir de reflexion ni de refraction. Soit le point 
lumineux; designons par S la position occupee par Tonde emanee du 
point lumineux au bout du temps T, par S' la position de cette mSme 
onde au bout du temps T + ^ Les surfaces S et S' sont des surfaces 
d'onde caracteristiques du milieu; elles sont done semblables et sem- 
blablement placees par rapport au point lumineux 0. II suit de la que 
Tonde S' peut etre regardee comme Tenveloppe des surfaces d*onde 
caracteristiques du milieu deerites des diflerenls points de Tonde S 
comme centres et correspondaqt au temps /; ces surfaces d'onde carac- 
teristiques sont ce que Huyghens appelle les ondes elementaires. On 
voit de plus que, pour avoir la direction du rayon qui passe par un 
point quelconque A de Tonde S', il suffit do joindre ce point au centre 
de Tonde elementaire qui touche en A I'onde S'. II est bien entendu 
que, si le milieu est birefringent, on doit prendre pour onde elemen- 
taire Tune ou I'autre des nappes dc la surface d*onde caracteristique 
du milieu, suivant qu'il s'agit de la propagation des rayons ordinaires 
ou des rayons extraordinaires. Les resultats que nous venons d*enoncer 
s'expriment sous une autre forme en disant que, pour ^tudier la pro- 
pagation de I'onde posterieurement au temps T, on peut supposer le 
point lumineux supprime, a condition de considerer chacun des 
points de Tande S comme un centre d'ebranlement, mais de ne regar- 
der chacune des ondes ^li^mentaires eman^es des differents points de 
la surface S comme n'etant active qu'au point oil elle touche Tenve- 
loppe commune. Tant qu'on se borne au cas simple de la propagation 
de la lumifere dans un meme milieu homog^ne, le principe de Huy- 
ghens n'est que Texpression d'une identite, et il n'est pas besoin de 
demonstration speciale pour faire voir qu'il ne peut y avoir a un 

(*) Huyghens, Traitd de la lumiere, Leyde, 1690. 
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instant donne de mouvement sensible sur chacune desondes ^lemen- 
taires qu'au point oil elle touche I'onde enveloppe. Mais Huyghens ne 
s'est point arrete la : par une sorte d'intuition il est arrive a genera- 
liser le principe des ondes enveloppes et a le faire servir a la construc- 
tion des ondes r^fl^chies et refractees. Le principe, eon^u dans toute 
son extension, pent s'enoncer comme il suit : Que les diffdrenis points 
d'une surface soient atteints successivement ou simultanemenl par le 
moiwement vibratoire emane d'un point lumineux, i'onde, a un instant 
queiconquCf est toujours Vemeloppe des ondes elementaires imanees des 
diff events points de la surface et considdries dans la position qu^eUes oc- 
cupent a ce moment; de plusy le rayon qui passe par un point quel- 
conque de I'onde passe aussi par le centre de I'onde ^limentaire qui 
touche en ce point I'onde enveloppe. La surface dont il s'agit pent etre, 
soit une surface d'onde, soit une surface reflechissante ou refringente, 
et, par suite, les ondes elementaires peuvent correspondre a des temps 
egaux ou inegaux. Pris dans cette acception generate, le principe de 
Huyghens est loin d'etre evident par lui-mSme, comme cela a lieu dans 
le cas oil Tonde se propage dans un m^me milieu homogene sans se 
reflechir ni se refracter. II ne sufBt pas, comme Ta fait Huyghens, et 
apres lui Young et beaucoup d'autres auteurs, de remarquer que les 
ondes elementaires se serrent de plus en plus a mesure que Ton se 
rapproche de Tonde enveloppe : tant que Ton ne fait pas intervenir 
la notion des interferences, on pent bien dimontrer que, sur chaque 
onde elementaire, a une distance Bnie de I'enveloppe commune, le 
mouvement vibratoire est tres-petit par rapport a ce qu'il est sur Ten- 
veloppe, mais non pas quMl est infiniment petit (*). Ce n'est que par 
les travaux de Fresnel qu'il a ete prouv6 rigoureusement que les ondes 
elementaires se delruisent par interference, en tous les points qui ne 
font point partie de Tenveloppe commune, et que Temploi du principe 
de Huyghens s*est trouve justifie dans tous les cas. 

14. Prenons done ce principe pour point de depart, et, avanl de 
passer a la construction generale des ondes reflechies ou refractees, 



(*) C'est cc que M. Verdet a prouv6 par Tanalyse dans les premieres lemons du Cours 
d'optique sup^rieure profess^ k la Sorbonne en i865. 
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appliquons-le a la solution d'un problfeme qui se presentera constam- 
ment a nous par la suite. Soit donn^e une onde S correspondant a un 
systeme de rayons de meme espfece et se propageant dans un milieu 
homogene; cette onde, comme nous Tavons deja fait remarquer, n'aura 
pas en g^n^ral la forme des surfaces d'onde caracteristiques du milieu 
oil elle se propage, parce que les rayons pourront ne pas etre issus 
d'un point situe dans ce milieu, et que, mcme lorsqu'ils emanent d'un 
point situe dans ce milieu, ils pourront avoir subi une ou plusieurs 
reflexions. 11 s'agit, la position de I'onde S ^tant connue h un certain 
instant, de trouver la position de cette meme onde au bout d'un 
temps T positif ou negatif, c'est-a-dire ^ une ^poque posterieure ou 
anterieure de T a Tinstant considere, en supposant que, pendant ce 
temps T, Tonde ne subisse ni reflexion ni refraction. D'apres le prin- 
cipe des ondes enveloppes, il suffira, k cet effet, de decrire de chacun 
des points de la premiere onde comme centre une surface d*onde carac- 
teristique du milieu correspondant au temps T; si le milieu est bire- 
fringent, on prendra la nappe ordinaire ou la nappe extraordinaire de 
la surface d'onde caracteristique , suivant que les rayons du systeme 
sont eux-memes ordinaires ou extraordinaires. L'enveloppe des por- 
tions des surfaces d'onde caracteristiques ainsi decrites qui se trou- 
vent, si T est positif, en avant de la premiere onde, si T est negatif, en 
arriere de cette oode, sera Tonde cherchee. II pourra se faire que Tonde 
obtenue au moyen de cette construction soit, en totalite ou en partie, 
en dehors des limites du milieu; c'est ce que nous exprimerons en disant 
que cette onde est virtuelle en totalite ou en partie. La consideration 
des positions virtuelles de Tonde, c'est-k-dire des positions qu'elle 
occuperait a des epoques anterieures ou posterieures a celles ou cette 
onde passe par ses positions reelles, si le milieu dans lequel elle se meut 
se continuait au dela des limites qui le separent des milieux contigus, 
nous sera d'un grand secours dans la demonstration de plusieurs theo- 
remes. 

Remarquons encore que, d'apres la construction que nous venons 
d'indiquer, toutes les fois que Tonde qui se propage dans un milieu 
homogfene ne coincide pas avec Tune des surfaces d'onde caracteristi- 
ques de ce milieu, les difterentes positions qu'elle occupesuccessivement 
ne constituent plus un systeme de surfaces semblables etconcentriques. 

Annates scUntifiques de Vtcole Nor male supirieure. Tome IV. ^7 
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15. II est facile de traduire la coastruction pricedenle en langage 
analytique. Desigoons, eo effeU par 

(I) ^{x',r',z')=o 

Tequation de Tonde coDsiderSe dans la position qu'elle occupe a un 
certain moment pris pour origine, et soit 

Tequation de la nappe^ de m^me nature que les rayons^ de la surface 
d'onde caracteristique du milieu d^crite de Torigine comme centre et 
correspondant k Tunit^ de temps. L'equation de la surface d*onde ca- 
racteristique du milieu, d^crite d'un point quelconque {af^ y, z') de 
Tonde primitive comme centre et correspondant au temps T, sera, en 
ne consid^rant que celle des nappes de cette surface qui est de m^me 
nature que les rayons. 



M 






L'onde au bout du temps T est Tenveloppe des surfaces representees 
par Tequation (a). Pour obtenir cette enveloppe, il faut, entre les 
equations (i) et (2), ^liminer Tun des trois param^tres variables sf, 
y\ %\ par exemple %\ ce qui donne une Equation de la forme 

(3) ^{x,y,z,x!\y\'l) = o, 

qui ne contieni plus que deux parametres arbitraires x' et^'. Si, entre 
I'equation (3) et les deux Equations qu'on obtient en la di(T6rentiant 
par rapport aux deux variables x' et j^', Equations qui sont 



on elimine x' et^S on arrive a une equation de la forme 

qui repr^sente Tonde dans la position qu*elle occupe au temps T. 

« 

16. Nous pouvons maintenant aborder le probleme general de la 
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construction des ondes reflechies ou refract^es. Soient deux milieux 
homogenes separes par une surface continue; supposons que, dans Tun 
de ces milieux, se propage un syst^me de rayons de meme espece, issus 
originairement d'un point lumineux situe dans ce milieu ou dans tout 
autre milieu homog^ne , mais n'ayant eu ^ traverser que des milieux 
homogfenes. A ce syst<^me de rayons correspond un systeme d'ondes 
que nous nommerons ondes incidentes^ et, comme les rayons sont de 
m6me espece, chaque onde incidente est formee d'une nappe unique 
et continue. Lorsque les rayons incidents viennent a rencontrer la sur- 
face de separation des deux milieux, la lumiere se divise, du moins en 
general, en deux parties, dont Tune rebrousse cbemin dans le premier 
milieu et est dite r^Uchie^ tandis que Tautre penetre dans le second 
milieu et est dite rdfractde. 

Ceci pose, consid^rons I'onde incidente dans une certaine position S, 
oil elle coupe la surface de separation des deux milieux, et proposons- 
nous de trouver la position de Tonde refl^chie ou refract^e. Nous ferons 
encore usage du principe des ondes enveloppes. Supposons, en pre* 
mier lieu, qu'il s'agisse de Tonde refractee. Des differents points de la 
couVbe suivant laqnelle Tonde S coupe la surface refringente comme 
centres on decrira des surfaces d'onde caracteristiques du second mi- 
lieu correspondant au temps T; on chercliera ensuite Tintersection de 
Tonde incidente post^rieure der k Fonde S avec la surface refringente, 
et, des differents points de cette courbe comme centres, on decrira 
des surfaces d'onde caracteristiques du second milieu correspondant 
au temps T — t. On donnera \ t toutes les valeurs positives com- 
prises entre zero et T, et toutes les valeurs negatives comprises de- 
puis zero jusqu'a une certaine valeur limite pour laquelie l*onde in- 
cidente devient tangente ^ la sur&ce refringente et cesse de la couper; 
Tenveloppe des portions situees dans le second milieu des surfaces 
d'onde caracteristiques ainsi d^erites des differents points de la sur- 
&ce refringente comme centres sera I'onde refractee au bout du temps T. 
En d'autres termes, de chaque point de la surface refringente comme 
centre on decrit une surface d'onde caract^ristique du second milieu 
correspondant au temps T — t, r etant Tintervalle qui s'ecoule entre le 
moment ou Tonde incidente passe par la position S prise pour origine, 
et celui oil elle passe par le point considere, et ce temps t etant pris 

27. 
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positivement ou negativemenU suivant que le premier de ces deux 
moments est anterieur ou posterieur au second ; I'enveloppe dcs por- 
tions situees dans le second milieu de toutes ces surfaces d'onde carac- 
teristiques est Tonde refractee demand^e. Une construction absolument 
semblable a la pr^cedente donne la position de Tonde refl^chie au bout 
du temps T; mai^, dans ce cas, les surfaces d*onde caracteristiques 
qu'on doit decrire des difTerents points de la surface reflecbissante 
comme centres sont celles du premier milieu, et c'est I'enveloppe des 
portions situees dans le premier milieu de ces surfaces d'onde caracte- 
ristiques qui est Tonde reflechie cherch6e. 

Pour avoir les directions des rayons r6fl^chis ou refract^s qui pro- 
viennent d'un rayon incident donne, il faut chercher les points ou la 
surface d'onde caracteristique, decrite du point A oil ce rayon incident 
rencontre la surface de separation comme centre, touche Teoveloppe 
commune, c'est-k-dire I'onde r6flechie ou refractee, et joindre ces 
points au point A. Dans le cas de la reflexion, on obtiendra toujours 
par cette construction i\n rayon reflecbi unique si le premier milieu 
est unirefringent, maison pourra en trouverdeux si ce milieu estbir6- 
fringent. Dans le cas de la refraction, cette construction ne fourhira 
jamais plus d'un rayon refracte si le second milieu est unirefringent, 
mais pourra en donner deux s'il est birefringent. 

Si le second milieu est birefringent dans le cas de la refraction, si le 
premier milieu est birefringent dans le cas de la reflexion, Tonde refle* 
chie ou refractee aura en general deux nappes, ce qui signifie qu'a un 
systeme de rayons incidents de meme esp^ce correspondent alors deux 
systemes de rayons refl^chis ou refractes, qui doivent etre consid^res 
comme d'espece difi'erente. 

11 pent arriver que la surface d'onde caracteristique decrite, dans la 
construction precedente, d'un certain point de la surface de separation 
comme centre, ne coupe aucune de celles d^crites des autres points de 
cette surface comme centres, et ne toucbe pas par consequent I'enve- 
loppe commune; c'estkce caractere qu'on reconnaitra I'impossibilite 
de la reflexion ou de la refraction. Supposons d'abord qu'il s'agisse 
d'une refraction : si, le second milieu etant unirefringent, la surface 
d'onde caracteristique decrite d'un certain point A comme centre 
ne touche pas I'enveloppe commune, cela indique qu'il n'y a pas 
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refraction en A, et que, par suite, le rayon incident qui aboulit en A 
subit en ce point une reflexion tolale; si le second milieu est birefrin- 
gent> de ce qu'une des nappes de la surface d'onde caracteristique de- 
crite du point Acomme centre ne touche pas Tenveloppe commune, il 
faut conelure qu'il n'y a qu'un seul rayon refracte; mais lorsqu'au- 
cune des nappes de cette surface ne touche Tenveloppc commune, 
il y a reflexion totale. Examinons maintenant le cas de la reflexion : si 
le premier milieu est unirefringent, chacune des surfaces d'onde carac- 
tcristiques touche necessairement Tenveloppe commune, et, par suite^ 
a chaque rayon incident correspond un rayon reflechi unique; si le 
premier milieu est birefringent, celle des nappes de chacune des sur- 
faces d'onde caracteristiques, qui est de meme nature que le rayon in- 
cidents touche necessairement TenveloppQ commune, et, par suite^ a 
chaque rayon incident correspond toujours au moins un rayon reflechi, 
qui est le rayon (o, o) ou le rayod (e, e), suivant que le rayon inci- 
dent est ordinaire ou extraordinaire; mais I'autre rayon reflechi, le 
rayon (o, e) ou {e^ o), pent manquer, et manque en effet si la nappe de 
la surface d'onde caracteristique decrite du point d'incidence comme 
centre, qui est de nature differente de celle des rayons, ne touche pas 
Tenveloppe commune. 

17. La construction generate que nous venons d'exposer permet de 
trouver Tequation de I'onde reflechie ou refractee, consid^ree dans la 
position qu'elle occupe au bout d'un temps donne, Tequation qui repre- 
sente I'onde incidente k un certain moment etant connue. 

Soit donn^e, en effet, la position de I'onde incidente k un certain 
moment que nous prendrons pour origine du temps: I'^quation de cette 
onde incidente, dans la position qu'elle occupe au bout d'un temps ^ 
positif ou negatif, compte k partir de cet instant, pourra s'obtenir 
comme nous Tavons indique plus haul (15), et cette equation sera de 
la forme 

F(:r,j^, z, /)=:o; 
soienl d'aillcurs 

f^{x, jr,z) = 0, 

et 
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les equations des surfaces d'onde caract^ristiques du premier et du se- 
cond milieu decrites ^de I'origine comme centre et correspondant a 
Tunit^ de temps, et enfin 

?($. >Ji K) = o, 

Tequation de la surface reflechissante ou refringente. 

Proposons-nous de trouver T^quation de I'onde r^fractee, consideree 
dans la position qu'elie occupe au bout d'un temps T, compte a partir 
de I'instant pris pour origine. Soient §^ )3, ^ les coordonnees d'un point 
de la surface refringente atteint par Tonde incidente au bout d'un 
temps' positif ou n^gatif que nous designerons par 0; nous aurons 

(I) F(5,y,,C,e) = o, 

et 

(a) (p(g, 7], = 0. 

D'apres la construction pr^cedente, il faudra, du point ^, yi^ ^ comme 
centre , decrire la surface d'onde caract^ristique du second milieu f or- 
respondant au temps T— 6, surface dont I'equation est 

L'onde cherchee est Fenveloppe des surfaces representees par Tcqua- 
tion (3). Pour trouver cette enveioppe, il faudra, en premier lieu» entre 
les equations (1), (2) et (3), eliminer et Tune des trois variables |, 10 
et ^, par exemple ^, ce qui conduira k une Equation ne renfermant 
plus que deux parametres variables ^ et y?, equation qui sera de la forme 

$(a:,7, 2,T, g,y}) = o. 

Si, entre cette Equation et celles qu'on obtient en la difPeren- 
tiant par rapport aux deux parametres variables | et 13, equations qui 
sont 
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on elimine les deux variables § et kj, on arrivera d^finitivemenl k unc 
equation de la forme 

qui representera Tonde cherch6e. ' 

La marche a suivre pour trouver I'equation de Tonde reflechie est 
absolunnent semblable i celle que nous venons d'indiquer, avee cette 
seule difference que, dans Tequation (3), la fonction/a doit etre rem- 
placee par la fonction/,, qui repr^sente les surfaces d'onde caracle- 
ristiques du premier milieu* 

Dans le cas particulier oil les directions des rayons incidents con- 
courent en un mSme point lumineux^ reel ou virtuel, Tequation de 
Tonde incidente devient, en designant par (a, b, c) les coordonnees du 
point lumineux, et en comptant le temps k partir de Tinstant ou la 
lumifere part de ce point, 

et I'equation (i) prend la forme 

18. Afin d'^claircir par un exemple ce qui precede^ nous aliens faire 
le calcul de Tonde r^fract^e dans le cas simple ou, les deux milieux 
etant isotropes, la surface de separation est plane et les rayons emanent 
d'un point situ^ dans le premier milieu. Nous prendrons la surface re^ 
fringente pour plan des xy, et la perpendiculaire abaissee du point 
lumineux sur ce plan pour axe des z. Nous repr^senterons par c la dis^ 
tance du point lumineux au plan r^fringent, et nous designerons par v 
et (/ les vitesses de la lumifere dans le premier et dans le second milieu. 
Nous prendrons pour origine da temps le moment ou la lumi^re part du 
point lumineux, et nous nous proposerons de calculer r^quation de 
Tonde refract^e dans la position qu'elle occope lorsque le temps T est 
egal k zero. Gette position est eyidemment virtuelle, mais nous la choi^ 
sissons parce que e'est celle oil Tonde r^fractee a la forme la plus 
simple. Les equations (i), (a) et (3) deviennent, dans le cas particulier 
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oil nous Dous sommes places, 

En eliminant d et ^ entre ces treis equations, il vient 

(A) v'' il' ^ -n' -^ c')= v'[{x - lY -hir-y^Y-^ ^']l 

cetle derniere equation differentiee par rapport aux deux paramelres 
variables § et>7 qu'elle contient donne 

d'oii 

En substituant ces valeurs dans Tequation (A), on obtient pour 
Tonde refractee cherchee Tequation 



qui, en posant 



^'■+-r'+ ^. 



devient 

^' -+- >' -f- (i — 1') «* = iiZJ^^ cK 

On voit immediatement que les surfaces que peut representer cet(e 
equation, lorsqu*on donne a n difierentes valeurs, sonttoules des eliip- 
soides ou des byperboloides de revolution autour de Taxe des 2, ayant 
un deleurs foyers au point lumineiix et leur centre kTorigine, c*est-a- 
dire au pied de la perpendiculaire abaissee du point lumineux sur le 
plan refringent. L'onde refractee correspondant a un temps ^gal a zero 
est un ellipsoide de revolution si n est plus petit que Tunite, c'est-a- 
dire si le second milieu est moins refringent que le premier; c'est un 
Ijiyperboloide de revolution lorsque le second milieu est plus refringent 
que le premier. Si la position du point lumineux par rapport au plan 
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refringeni change, c'est-^-dire si I'on fait varier c, le rapport des axes 
de la courbe meridienne demeure constant, car ce rapport est egal 
a \/n*— I ou a sji — n* suivant que n est sup6rieur ou inftirieur a 
I'unite : il resulte de Ik que, si la courbe meridienne est nne hyperbole, 
elle conserve les mSmes asymptotes lorsqu'on fait varier c. 

D'apres le theorfeme de Malus, les rayons ^tant toujours normaux a 
I'onde dans un milieu isotrope, on voit que, lorsque deux milieux iso- 
tropes sont separes par une surface plane, et que les rayons incidents 
emanent d'un point lumineux situe dans le premier milieu, les rayons 
refractes sont normaux a une surface de revolution du second degre. 
Pour avoir I'onde refractee correspondant k un temps quelconqne T, il 
suffit de porter sur chacune des normales a cette surface une longueur 
egale a i^T; la surface qui passe par tons les points ainsi obtenus sera 
Tonde cherchee, 

19. La construction bien connue indiquee par Huyghens pour trouver 
la direction du rayon reflechi ou r^fracte, connaissant la direction du 
rayon incident etaussi celle du plan tangent a la surface reflechissantc 
ou refringente au point d'incidence, se deduit aisement de la construe* 
tion generaie de Fonde reflechie ou refractee. II suffit pour cela d'ima- 
giner que le rayon incident fasse partie d*un systeme de rayons paral- 
leles de meme espece, que la surface de separation soit plane et que 
cette surface se confonde avec le plan tangent a la surface r^tl^chissante 
ou refringente au point d'incidence, hypothbses qui ne changent en rien 
la direction du rayon r^fl^chi ou refracte. L'onde incidente est alors 
plane ainsi que I'onde reflechie ou refractee. Soient OA le rayon inci- 
dent, P Tonde plane incidente passant par le point d'incidence A, P' la 
position de Tonde plane reflechie ou refractee au bout d'un temps egal 
a Tunite compte a partir du moment oii I'onde incidente occupe la 
position P. L'onde P' est tangente k celle des nappes de la surface 
d'onde caraeteristique decrite du point A comme centre et correspon- 
dant k I'unite de temps, qui est de meme nature que les rayons auxquels 
se rapporte cette onde F, cette surface d'onde caraeteristique ^tant 
celle du premier milieu s'il s'agit d'une reflexion, celle du second s'll 
s'agit d'une refraction. En joignant le point de contact au point A, on 
a le rayon reflechi ou refracte cherche. Le plan P' coupe d'ailleurs la 

AnnaUs scientijiques de VEcole Aonnale supericure. Tome IV. 2o 
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surface plane de separation des deux milieux suivant la inline droite 
que Tonde incidente eonsid^ree dans la position qu'elle occupe au bout 
de Tunite de temps. Pour trouver cette position de I'onde incidente, il 
sufiTt evidemment de decrire, du point A comme centre, la nappe, de 
meme nature que les rayons incidents, de la surface d*onde caracteris- 
tique du premier milieu correspondant aTunit^ de temps, et de mener 
k la portion de cette nappe qui est comprise dans le second milieu un 
plan tangent parall^le au plan P; on pent encore, ce qui revient exac- 
tement nu meme, mener k cette nappe, au point oil elle est rencontree 
par le rayon incident OA prolonge,un plan tangent, plan qui est neces- 
sairement parallele au plan P. 

Nous arrivons ainsi a la construction suivante, qui n'est autre que 
celle de Iluyghens. Du point d'incidence comme centre, on decrit les 
surfaces d'onde 1 et 1' caracteristiques du premier et du second milieu 
et correspondant a I'unite de temps; par le point de rencontre du rayon 
incident prolong^ avec la surface 1 si le premier milieu est unirefrin- 
gent, avec celle des nappes de la surface 1 qui est de meme nature que 
lui si, le premier milieu etant birefringent, le rayon incident est seule* 
ment ordinaire ou seulement extraordinaire, on mene un plan tangent 
k cette surface ou a cette nappe ; si, le premier milieu 6tant birefrin- 
gent, le rayon incident est a la fois ordinaire et extraordinaire, on 
mene par les points ou ce rayon prolonge rencontre les deux nappes 
de la surface 1 des plans tangents k ces nappes. Pour avoir les rayons 
refractes, par la droite ou par les droites d*intersection de ce plan tan- 
gent ou de ces plans tangents avec le plan tangent k la surface de sepa- 
ration au point d*incidence, on mfene autant de plans tangents qu*il est 
possible k la portion de la surface 2' comprise dans le second milieu, 
et on joint les points de contact au point d'incidence; pour avoir les 
rayons r^flechis, on mene par les memes droites d*intersection autant 
de plans tangents qu'il est possible k la portion de la surface 1 comprise 
dans le premier milieu, et ou joint les points de contact au point d'in- 
cidence. 

Nous ne nous arreterons pas k discuter les consequences connues 
({ui resultent de cette construction pour les milieux birefringents a 
deux axes, oil la surface d'onde caracteristique presente des points sin- 
guliers et des plans tangents singuliers. Les phenomenes particuliers 
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qui peuvent alors se produire pour certaines directions du rayon inci- 
dent ont ete Studies au point de vue theorique par Hamilton et experi- 
mentalement par Lloyd, et constituent ce qu'on est convenu d'appeler 
la rifraction conique intdrieure ou exterieure. 

III. — Relations entre la direction du rayon et celle du plan 
tangent a Vonde. — Generalisation du th6oreme de Malus. 

20. Soit dans uu milieu homogene quelconque un systeme d'ondes 
correspondant a un systeme de rayons issus originairement d'un meme 
point et de meme espece. Prenons pour point de depart une de ces 
ondes, que nous designerons par 2, et soient S, S', S'',... le« positions 
occupees successivement par Tonde qui se propage dans le milieu sans 
se reflechir ni se refracter. Considerons un rayon du systeme qui ren* 
contre I'onde 2 au point 0, les ondes S, S', S", . . • aux points A , A', A", .... 

D'apresia construction indiquee plus haut (14) et fondee sur le prin- 
cipe des ondes enveloppes, les ondes S, S', S",..., aux points A, A', A",... 
sont respectivement tangentes aux nappes, de meme nature que les 
rayons, de surfaces d'onde caract^ristiques du milieu decrites du 
point conune centre et correspondant k des temps differents. Ces 
nappes etant des surfaces semblables et semblablement placees par 
rapport au point 0, et les points A, A\ A'',... se trouvant sur une 
mSme droite, les plans tangents k ces nappes aux points A, A', A'',..., 
et par suite aussi les plans tangents aux ondes S, S', S'',... en ces 
memes points, sont parall^les entre eux ; d'oii la proposition suivante : 

Theoreme I. — Lorsquunsystime de rayons issus originairement d*un 
mime point et de mime espice se propage dans un milieu homogene quel- 
conquey ks plans tangents menes aux ondes qui correspondent a ces rayons 
OMX points oil ces ondes sont rencontrdes par un mime rayon^ sont paral- 
liles entre eux. 

II est kremarquer que ce theoreme est vrai, quel que soit le nombre 
des reflexions et des refractions qu'ont subies les rayons. ' 

21. 11 resulte de ce qui precede que, lorsqu^un systeme de rayons 
issus originairement d'un meme point et de mSme espfece se propage 

28. 
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dans un milieu liomogene quelconque, la direction d'un de ces rayons 
est determinee des qu'on connait celle du plan tangent mene a Tune 
des ondes correspondant au systeme des rayons, au point ou elle est 
rencontree par ce rayon, et que, dc plus, si le milieu est birefrin- 
gent, la nature des rayons est donnee. Soit, en effet, a trouver la di- 
rection dn rayon qui rencontre I'onde S en un cerlain point A ; d'un 
point quelconque comme centre on decrira la nappe, de meme nature 
que les rayons, d'une surface d'onde caracteristique du milieu corres- 
pondant a un temps quelconque, et on menera a cette nappe un plan 
tangent parallele au plan tangent en A a Tonde S: le rayon vecteur 
qui joint le point de contact au centre de la surface sera parallele au 
rayon qui passe par le point A. 

Reciproquement, etant donnee la direction d'un des rayons du sys- 
teme et sa nature, il est facile de trouver la direction commune des 
plans tangents menes aux ondes aux points ou elles sont rencontrees 
par ce rayon. II suffit pour cela de decrire,' d'un point quelconque 
comme centre, la nappe, de meme nature que les rayons, d'une sur- 
face d'onde caracteristique du milieu correspondant a un temps quel- 
conque, et de mener un rayon vecteur de cette surface parallele au 
rayon donne : le plan tangent k la nappe ainsi decrite au point oil elle 
est rencontree par le rayon vecteur aura la direction cherchee. 

Ces deux constructions, reciproques Tune de Tautre, peuvent etre 
reunies dans I'enonce suivant : 

TnisoRfeME II. — Lorsquun systeme de rayons issus onginairement d'un 
mime point et de mime espice sepropage dans un milieu homogine quel- 
conque ^ il existe^ entre la direction duplan tangent aVonde qui correspond 
a ces rayons et la direction du rayon qui passe par le point de contact, une 
liaison qui est constante dans un mAme milieu homo gene pour des rayons 
de mime nature^ et cette liaison est la mime que celle qui existe entre la 
direction du plan tangent a la nappe, de mime nature que les rayons ^ 
d'une des surfaces d'onde caractiristiques du milieu et la direction du 
rayon vecteur de cette surface qui passe par le point de contact. 

Nous exprimerons la relation qui, dans un milieu homogene, existe 
entre la direction d'un rayon et celle du plan tangent a I'onde au point 
oil elle est rencontree par ce rayon, en disant que ces deux directions 
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sont conjuguies Tune k I'autre; si le milieu est bir^fringent, suivant 
que le rayon est ordinaire ou extraordinaire, nous dirons que les deux 
directions sont conjuguies ordinairement ou extraordinairement Tune a 
Tautre. II pent arriver, comme cas particulier, que, dans un milieu bi- 
refringent, les directions des plans conjugues ordinairement et exlraor- 
dinairement a la direction d'une meme droite se confondent : pour 
cela, il faut et il suffit qu'en decrivant, d'un point quelconque comme 
centre, les deux nappes d'une surface d'onde caracteristique du milieu,' 
et en menant un rayon vecteur parallfele a cette droite, les plans tan- 
gents a ces deux nappes aux points ou elles sont rencontrees par ce 
rayon vecteur, soient paralleles entre eux. Nous exprimerons la rela- 
tion qui existe entre les directions d'un plan et d'une droite qui sont 
conjugues a la fois ordinairement^et extraordinairement Tun k I'autre, 
en disant que ces directions sont doublement conjuguees. Ainsi, dans 
un milieu birefringent a un axe, la direction d'une droite parallele ou 
perpendiculaire k I'axe du milieu et celle d'un plan perpendiculaire a 
cette droite sont doublement conjuguees. 

22. Le theoreme precedent, dont le tbeoreme de Mains n'est qu'un 
cas particulier, est la clef de la plupartdes questions d'optique geome- 
trique; il joue un role important dans la theorie des surfaces caustiques 
et dans celle des surfaces aplan^tiques. Nous aliens en developper quel- 
ques consequences immediates. 

Dans les milieux homogenes isotropes ou uniaxes, les surfaces d'onde 
caracteristiques ne presentant ni points singuliers ni plans tangents 
singuliers, c'estk-dire ces surfaces n'etant tangentes en chacun de 
leurs points qu'k un seul plan, et cbacun des plans tangents a ces sur- 
faces ne les touchant qu'en un seul point, k chaque direction donnee 
pour le rayon est conjuguee une direction unique pour le plan tangent 
k I'onde, la nature du rayon etant assignee ; r^ciproquement, dans ces 
milieux , k cbaque direction du plan tangent k I'onde est conjuguee 
une direction unique pour un rayon de nature donnee. Dans les mi- 
lieux bir^fringents k deux axes il en est de meme, sauf deux excep- 
tions, qui proviennent de ce que, dans ces milieux, cbaque surface 
d'onde caracteristique presente quatre points singuliers et quatre plans 
tangents singuliers. Les quatre points singuliers sont ceux oil la sur- 
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face est tangeule k un cone au lieu d'etre tangente k un plan; ils sont 
disposes symetriquement deux par deux sur deux droites passant par 
le centre : nous appellerons les directions de ces deux droites direc- 
tions singulieres du milieu. Les plans tangents singuliers sont ceux qui 
touchent la surface le long d'une courbe au lieu de la toucher en un 
point unique. Nous aliens examiner les particularit^s qui resultentt 
pour la propagation de la lumiere dans les milieux birefringents k deux 
axes, de I'existence de ces points singuliers et de ces plaqs tangents 
singuliers. 

23. Soit, dans un milieu biaxe, un rayon faisant partie d'un systeme 
de rayons issus d'un meme point et de meme esp^ce; si ce rayon se 
propage parallMement k Tune des directions singulieres du milieu, le 
theoreme II se trouve en defaut et n'est plus suffisant pour determiner 
la direction du plan tangent k Tonde au point oil elle est renconlree 
par ce rayon. Tout ce qu'on pent afBrmer, c*est que ce plan tangent 
est parallele k Tun des plans tangents au c6ne qui toucbe la surface 
d^'onde caracterislique du milieu en celui de ses points singuliers qui 
est situe sur un rayon vecteur parallMe au rayon consider^, et que ce 
plan tangent reste parallele k lui-meme pendant que I'onde se deplace. 
En general, I'onde ne presente pas de point singulier au point oil elle 
est renconlree par un rayon parallele k Tune des directions singu* 
lieres du milieu ; car, si I'onde en ce point toucbe une surface d'onde 
caracteristique du milieu en un de ses points singuliers, il n'en resulte 
pas qu'elle doive etre tangente au cdne qui toucbe en ce point singu- 
lier la surface d'onde caracteristique; il sufiit que le plan tangent en 
ce point a I'onde soit aussi tangent k ce cdne. La direction du plan tan- 
gent a I'onde au point oil elle est rencontree par un rayon parallele 
k Tune des directions singulieres du milieu ne pent etre en general 
determinee d'une maniere complete que lorsqu'on connait les cban- 
gements de direction et de nature qu'a subis ce rayon avant de se pro- 
pager suivant la droite qu'il parcourt actuellement. 

II existe cependant un cas tout k fait special, oil Ton pent afBrmer 
que I'onde presente un point singulier au point oil Bile est rencontree 
par un rayon parallele k Tune des directions singulieres du milieu : 
c'est celui oil ce rayon provient d'une infinite de rayons qui, en se re- 
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fraclant ou en se reflechissdnt, se sont reuois en ud seul. Le cone tan- 
gent a I'onde au point oil elle est rencontree par ce rayon, a alors ses 
generatrices paraileles a celles du cdne tangent a la surface d'onde 
caract^ristique du milieu en celui de ses points singuliers qui est situe 
sur le rayon vecteur parallMe au rayon consid^re; quand I'onde se pro- 
page dans le milieu, son point singulier se deplace en suivant une 
droite parallele ^ Tune des directions singuti^res du milieu. 

24. Dans les milieux birefringents a deux axes, a chaque plan tan- 
gent singulier de la surface d'onde caract6ristique sont conjugues une 
infinite de rayons vecteurs, formant une surface conique et allant abou- 
tir aux differents points de la courbe suivant laquelle ce plan touclie la 
surface. 

H est facile de voir, d'apres cela, que, si, parmi les rayons issus d'un 
meme point et de meme espece qui se propagent dans un tel milieu, il 
y en a un qui soit parallele ^ Tun des rayons vecteurs de la surface 
d'onde caracteristique du milieu conjugues k un plan tangent singu- 
lier, il y aura necessairement dans le systeme une infinite d'autres 
rayons paraileles chacun a Tun des rayons vecteurs de la surface d'onde 
caracteristique conjugues k ce meme plan tangent singulier. Cela est 
evident quand les rayons emanent directement d'un point lumineux 
situe dans le milieu; si, avant de prendre leurs directions actuelles, ils 
Ont subi un certain nombre de reflexions et de refractions, on pent 
remarquer ^ue , dans la dernr^re reflexion ou refraction, qui a fait 
prendre a ces rayons leurs directions actuelles, un rayon incident 
ayant donne naissance k un rayon reflechi ou refracte parallele a 
I'un des rayons vecteurs dont nous venous de parler, le plan tan- 
gent k la surface d'onde caracteristique du milieu decrite du point 
d'incidence comme centre au point oil elle est rencontree par ce 
rayon reflechi ou refracte, touche cette surface suivant une courbe. 
Done, d'apres la construction de Huyghens, toutes les droites qui 
joignent les difi*erents points de la portion de cette courbe situee 
dans le milieu au point d'incidence, sont autant de rayons reflediis ou 
refractes proveuant du meme rayon incident. Ces rayons ferment une 
surface conique, et chaque onde, le long de la courbe suivant laquelle 
elle est coupee par cette surface conique, est tangente a un meme plan, 
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qui est parallele a Tun des plans tangents singuliers de la surface d*onde 
earacteristique du milieu. 
Nous arrivons ainsi au tbeoreme suivant : 

Theoreme IIL — Lorsque, dans un milieu homogine biaxe^ se pro- 
page un sysUme de rayons issus d'un mime point et de mime espice, si 
I'on peut mener a I'une quelconque des ondes correspondant a ce systeme 
un plan tangent parallele a Vun des plans tangents singuliers de la 
surface d'onde earacteristique du milieu^ ce plan touche I'onde le long 
d'une courbe. Les rayons qui passent par les diffirents points de cette 
courbe forment une surface conique dont le sommet se trowe sur la sur- 
face ou, ces rayons ont subi la reflexion ou la refraction qui leur a donne 
leurs directions actuelles^ ou au point lumineux si les rayons emanent dir 
rectement d'un point situe dans le milieu. Chacun de ces rayons est pared" 
lele a Vun des rayons vecteurs qui, dans la surface d'onde caracteristi" 
que du milieu, sont conjuguds au plan tangent singulier de cette surface 
parallele au plan tangent singulier de Vonde. Enfin, pendant que Vonde 
sepropage dans le milieu^ son plan tangent singulier se deplace eh restant 
parallele a lui-mime. 

II suit de la que, toutes les fois que, dans ud milieu biaxe, le plan 
tangent a I'onde est parallele a Tun des plans tangents singuliers de la 
surface d'onde earacteristique du milieu , la direction du rayon qui 
passe par le point de contact est indeterminee, en ce sens que ce rayon 
peut etre parallele k Tun quelconque des rayons vecteurs conjugues a 
ce plan tangent singulier. 

25. Dans un milieu birefringent a un axe, les deux nappes de la sur- 
face d'onde earacteristique du milieu sont tangentes Tune k I'autre en 
deux points situes sur une droite passant par le centre commun de ces 
deux nappes et dont la direction est ce qu'on appelle I'axe du milieu. 
Concevons dans un tel milieu un systeme de rayons qui, avant la re- 
flexion ou la refraction qui leur a donne leurs directions actuelles, 
etaient de meme espece ; a ces rayons correspond un systfeme d'ondes ^ 
deux nappes. Si parmi ces rayons il s'en trouve qui soient paralleles a 
Taxe du milieu, chacun de ces rayons parallbles a Taxe rencontrera 
evidemment au meme point les deux nappes de chaque onde; car. 
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suivant la direction de Taxe, les vitesses ordinaire et extraordinaire de 
la lumi^re sont ^gales entre elles. De plus, en ce point commun, les 
deux nappes de Fonde doivent etre tangentes Tune a I'aulre, car en ce 
point le plan tangent a chacune de ces nappes doit etre parallele au 
plan tangent mene k la nappe correspondante de la surface d'onde 
caracteristique du milieu au point oil elle est rencontree par I'axe, 
plan qui est perpendiculaire k Taxe. Done : 

TH^ORiME lY. — Lorsque dans un milieu birdfringent a un axe se 
propage un systime de rayons issus d*un mSme pointy et qui^ avant de 
suhir la rdflexion ou la rdfraction qui leur a donnd leurs directions ac- 
tueUes, itaient de mime espece^ les deux nappes de chacune des ondes cor- 
respondant a ce systime de rayons sont tangentes Tune a r autre au point 
oil elles sont rencontrSes par tout rayon parallile a raxe du milieu^ et le 
plan tangent commun en ce point aux deux nappes de Vonde est perpen- 
diculaire a (axe. 

26. Dans les milieux isotropes, les rayons vecteurs de la surface 
d'onde caracteristique sont tons normaux k cette suriace, qui est sphe- 
rique. Dans les milieux birefringents a un axe, il en est de meme si 
Ton se borne k considerer la nappe ordinaire de la surface d'onde carac- 
teristique. Cette remarque nous permet de deduire du th^oreme II le 
theoreme suivant, qui n'est autre que celui de Malus : 

Th^orIime V. — Lorsque dans un milieu homogine isotrope se propage 
un systime de rayons issus d'un mime point et de mime espice, ou 
lorsque dans un milieu homogine uniaxe se propage un systime de rayons 
ordinaires issus d'un mime point et de mime espice^ ces rayons sont tou- 
jours normaux a I'onde qui leur correspond^ considirie dans une quel- 
conque des positions quelle occupe successivement. 

Le theoreme de Malus se trouve g^n^ralise dans cet enonc6, en ce 
sens que les rayons, avant de penetrer dans le milieu oil ils se meuvent 
actuellement, peuvent avoir traverse des milieux homog^nes quelcon- 
ques, anisotropes aussi bien qu'isotropes, et avoir subi dans ces milieux 
des reflexions en nombre quelconque, sans que le theoreme cesse d'etre 
applicable. 

Le thior^me V nous conduit au coroUaire suivant : les ondes corres- 

Jnnales scUntifiques de FEcole Normale supSrieure, Tome IV. 29 
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pondant k un syst^me de rayons issus d'un meme point et de mdme es- 
pbce qui se propagcnt dans un milieu isotrope forment un systfeme de 
surfaces teiles, que toute droite normale k Tune d'elles est en meme 
temps normale k toutes les autres; c'est ce qu'on est convenu d'appeler 
des surfaces paraUiles, II en est de meme dans un milieu bir^fringent ^ 
un axe pour les ondes ordinaires. Si Ton considferet au contraire, un 
systfeme de rayons issus d'un mSme point et de meme espfece, extraor* 
dinaires dans un milieu birefringent k un axe, ordinaires ou extraordi- 
naires dans un milieu birefriDgent a deux axes, on voit que ces rayons, 
sauf quelques directions particulieres, ne sont plus normaux aux ondes> 
et que celles-ci par consequent ne constituent plus des surfaces paral- 
leleSy du moins dans le sens qu'on atlache le plus souvent a cette ex- 
pression. Ces ondes ont bien leurs plans tangents paralleles en des 
points situes sur une mSme droite, mais les droites qui passent par les 
points de contact des plans tangents parallMes ne soot pas en general 
normales aux ondes. 

La reciproque du theoreme Y est vraie : si, en effet, dans un milieu 
homogene pent se propager un syst^me de rayons issus d'un meme point 
el de mSme espece, non paralleles entre eux, qui soient tous normaux 
aux ondes qui leur correspondent, il faudra en conclure que les rayons 
vecteurs de la surface d'onde caracterislique du milieu, ou du moins de 
la nappe de cette surface qui correspond aux rayons, sont tous normaux 
a cette surface ou k cette nappe, qui, par suite, ne pent etre que sphe- 
rique. Done : 

THioR^B YI. -* Lonque dam un milieu homogine peat se propager 
un systime de rayons issus d'un mime point et de mime espece, non parol- 
rcUUles entre eux, qui soient tous normaux aux ondes qui leur correspond 
dent, ce milieu est isotrope ou hirifringent a un axCf et^ dans ce denier 
caSf les rayons sont ndcessairement ordinaires. 

Si les rayons du systime sont tous paralleles entre eux, de ce qu'ils 
sont perpendiculaires aux ondes qui leur correspondent, il n'est pas 
permis de conclure que le milieu est isotrope, ni mSme untaxe. II en 
resulte seulement que le rayon vecteur de la nappe« de mSme naiare 
que les rayons, de la surface d'onde caracteristique du milieu, mene pa* 
rallelement k la direction commune des rayons, est normal k cette nappe. 
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ce qui peut avoir lieu pour certaines directions du rayon vecteur meme 
dans les milieux biaxes. 

27. Du theoreme II et des differentes propositions que nous en 
avons deduites comme coroUaires nous pouvons tirer cette conclusion, 
qui resume lous les developpements precedents : si, dans un milieu 
homogene, les ondes qui correspondent a un systeme de rayons issus 
d'un meme point et de meme espece ne presentent pas necessairement, 
lorsque ces rayons avant de prendre leurs directions actuelles ont eu a 
subir un certain nombre de reflexions et de refractions, la forme des 
surfaces d'onde caracteristiques du milieu, du moins la nature de ces 
surfaces d'onde caracteristiques imprime, pour ainsi dire, un cachet 
special a toutes les ondes qui peuvent se propager dans le milieu, sur- 
tout en ce qui concerne les relations entre les directions des rayons et 
celles des plans tangents aux ondes, et certaines particularites de ces 
surfaces d'onde caracteristiques se trouvent reproduites sur toutes les 
ondes qui peuvent cheminer dans le milieu. 

28. Nous atlons maintenant mettre en Evidence plusieurs conse- 
quences du theoreme II relatives au cas oil les rayons qui se propagent 
dans un milieu homogene sont paralleles entre eux. Remarquons d'abord 
que, dans un milieu homogene quelconque, en vertu de la construction 
indiquee precedemment (14), une onde plane, quelle que soit sa 
direction, reste toujours en se deplagant plane et parallele aelle-meme. 
Ceci pose, nous pouvons 6noncer les deux propositions suivantes : 

Theoreme VII. — - Si les rayons issus d*un mime point et de mime 
espice qui se propagent dans un milieu homogene quelconque sont tous 
paralleles entre eux, I'onde qui correspond a ces rayons est plane dans 
chacune des positions quelle occupe successivement et se propage en res- 
tant parallele a eUe-mime. 

En.efTet, d'apres le th^orfeme II, les rayons etant paralleles, le plan 
tangent ^ Tonde doit avoir la m^me direction en tous les points de cette 
onde, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que Tonde est plane. La 
direction de Tonde plane est toujours conjugu^e k la direction commune 
des rayons paralleles, ordinairement ou extraordinairement, suivant que 
ces rayons sont eux*m£mes ordinaires ou extraordinaires. Par suite, si 

29. 
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le milieu est isotrope ou 8*i1 est uniaxe, les rayons etant ordinaires, le 
plan de Tonde est toujours perpendiculaire aux rayons parallfeles. 

Mais, de ce que I'onde plane est perpendiculaire aux rayons paral- 
leles» on pent conclure uniquement que le rayon vecteur de la surface 
d'onde caract^ristique du milieu qui est parallele ^ ces rayons est nor- 
mal a celle des nappes de cette surface qui est de meme nature que les 
rayons; par suite, si le milieu est isotrope ou s'il est uniaxe, les rayons 
etant ordinaires, ces rayons peuvent avoir une direction quelconque; 
mais si le milieu est uniaxe et les rayons extraordinaires, ils sont ne- 
cessairement paralleles ou perpendiculaires k Taxe du milieu , et si le 
milieu est biaxe, ils sont necessairement paralleles' k Tun des trois axes 
de sy metric du milieu. 

Le theoreme VII soufTre une exception tres-particuliere ^ la verite, 
mais que nous ne devons pas omettre de signaler : cette exception se 
presente dans le cas oil, le milieu etant biaxe, les rayons sont paralleles 
a Tune des directions singuli^res du milieu: dans ce cas, comme nous 
Tavons yu (23)> la direction du plan tangent k Tonde pent varier, celle 
du rayon restant constante, et, par suite, bien que les rayons soient 
paralleles entre eux, Tonde qui leur correspond n'est plus necessaire- 
ment plane. 

Theoreme YIII. — 5i, dans un milieu homogene quelconque^ I'onde 
correspondant a un systeme de rayons issus d'un mime point et de mime 
espece est plane dans une quelconque des positions qu*elle occupe successive- 
mentj tous ces rayons sont paraUiles entre eux. 

En efTet, la direction du plan tangent \ Tonde etant constante aux 
differents points de cette onde, il doit en etre de meme de la direction 
des rayons qui passent par ces points. 

Ce theoreme est soumis, comme le precedent, k une exception. Si, 
dans un milieu biaxe, il se propage une onde plane parallele a Tun des 
plans tangents singuliers de la surface d'onde caract^ristique du milieu, 
cette onde reste bien parallele k elle-meme en se deplaQant, mais les 
rayons qui lui correspondent ne sont plus toiis parallMes entre eux. Ces 
rayons forment alors, en effet, des surfaces coniques dont les sommets 
se trouvent sur la surface oil ces rayons ontsubi leur derniere r^tlexion 
ou If^ur dernifere refraction (24); les generatrices de tous ces cdnes sont 
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parallbles; il se propage par consequent dans le milieu une infinite de 
syst^mes de rayons paralleles, cbaque systfeme ayant une direction dif- 
ferente, et a tous ces systfemes de rayons correspond un systeme unique 
d'ondes planes et paralleies entre elles. 

Au lieu de supposer tous les rayons d'un systfeme paralleies entre 
euxy on pent imaginer qu'une partie seulement de ces rayons, formant 
une surface continue, soient paralleies; on arrive alors aux theor^mes 
suivants : 

THEORikME IX. — Si, parmi les rayons issus cfun mime point et de 
mime espice qui se propagent dans un milieu homogine quelconque, ils'en 
trowe une infinitd formant une surface continue qui soient paraUiles entre 
eux, chacune des ondes qui correspondent au systime des rayons est tan- 
gente a un mime plan le long de la courbe suivant laquelle elle est coupee 
par la surface cyUndrique queforment les rayons paralleies. [Sauf le cas 
ou, le milieu itant biaxe, les rayons sont paralleies a Vune des directions 
singuUires du milieu.) 

TniSoREME X. — Si, dans un milieu homogine quelconque, une onde 
correspondant a un systeme de rayons issus d'un mime point et de mime 
espece est langente a un mime plan le long d'une courbe continue^ les 
rayons qui passent par les differents points de la ligne de contact sont 
paralleies entre eux et forment une surface cyUndrique continue^ a mains 
que^ le milieu itant biaxe^ ce plan ne soit parallile a Vun des plans tan- 
gents singuUers de la surface d'onde caractiristique du milieu. 

IV. — Recherche de la surface riJUchissante ou refringente^ etant 
donnees I' onde incidente et I' onde rdflechie ou refractie. — 
Construction reciproque de celle de Huyghens. 

29. La construction generate de Tonde reflechie ou refractee (16) 
montre imm^diatement que la surface reflechissante ou refringente peut 
etre consid^ree comme le lieu des intersections des ondes incidentes 
avec les ondes r6fl6chies ou refractees correspondant au meme temps. 
Cette remarque va nous permettre de resoudre le probleme suivant : 

itant donnies une position rielle S de I'onde incidente et une position 
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dgalemenl nelle S' de Vonde rifldchie ou refraetde, ou d^une de$ nappes 
decette onde^ si elle en a deux, et eonnaissani de plus le temps T que met 
la lumiere pour se prapager de Vonde S a Vonde S'f trouverla surface ri- 
flechissante ou refringente. 

11 s*agit uniquement de determiner les ondes incidentes el les ondes 
reilechies ou refractees qui correspondeut au mime temps. Soit uq€ oode 
incidente posterieure de t k I'oDde S, Tonde refleehie ou refractee qui 
correspond au nieme temps est anterieure de T — t k Tonde S' si t est 
compris entre zero et T, posterieure de t — T a Fonde S' si t est plus 
grand que T; soit maintenant une onde incidente anterieure de r a 
Ponde S, I'onde refleehie ou refractee qui correspond au meme temps 
est anterieure de T + t a Tonde S'. En definitive , la surface refle- 
chissante ou refringente est done le lieu des intersections des ondes 
incidentes separees de Tonde S par un intervalle de temps r, avec 
les ondes reflechies ou refractees separees de I'onde S' par un intervalie 
de temps T — t, en convenant que Tonde incidente doit etre regardee 
comme posterieure ou comme anterieure a I'onde S» suivant que r 
est posilif ou negatif, et que Fonde refleehie ou refractee doit 6tre con- 
sideree comme anterieure ou comme posterieure a I'onde 8% suivant 
que T — T est positif ou negatif; t devra du reste recevoir toutes les 
valeurs pour lesquelles il y a intersection. Le problfeme est impossible 
lorsque, pour ancune valeur de t il n'y a intersection entre I'onde 
incidente et I'onde refleehie ou refractee correspondant au meme temps. 
II est evident d'ailleurs que, quelles que soient les ondes S etS\ il existe 
loujours certaines valeurs de T pour lesquelles le problfeme est pos- 
sible ; car, si Ton imagine une onde incidente posterieure de r a 
I'onde S, on pent toujours trouver pour T une valeur telle, que cette 
onde incidente soit coupee par I'onde refleehie anterieure de T— t a 
I'onde S'. Si Ton donne k T toutes les valeurs pour lesquelles le pro- 
bleme comporte une solution, on obtient le systeme des surfaces refle- 
chissantes ou refringentes qui peuvent transformer Tonde incidente S 
dans I'onde refleehie ou refractee S'. 

Comme cas particulier, on peut supposer que les ondes S et S^ se r6- 
duisent chacune k un point, c'est-a-dire chercher les surfaces reflechis- 
santes ou refringentes qui font converger en un point donne les rayons 
emanesd'un point lumineux egalement donne; ees surfaces refoivent 



Digitized by 



Google 



REGHERGa£S D*OPTIQU£ CtoM^TRlQUE. 23 1 

la qualificatioo d'aplanStiques , et leur theorie complete exige des 
d^yeloppements assez etendus, qui feront Tobjet d'un chapitre special. 

30. Bevenons loaiDtenant au cas general et proposons-nous de le 
traiter par le calcal. Et$int donnee Tequation de Tonde incideute S, 
connaissant de plus la nature des rayons et par suite Tequation de 
la nappCt de meme nature que ces rayons, de la surface d'onde carac- 
teristique du premier milieu, on peutt on suivant la marche indiquee au 
n^ 15, trouver Tequation de Tonde incidente posterieure de t k Tonde S, 
equation qui sera de la forme 

F (x, 7, Z, T ) = o. 

De meme, ^tant donnee I'equation de Tonde refl^chie ou refractee S% 
connaissant de plus la nature des rayons reflechis ou refractes, et par 
suite I'equation de la nappe, de meme nature que ces rayons, de la sur- 
face d'onde caracteristique du milieu oil ils se propagent, od pent, en 
suivant une marche analogue, trouver Tequation de Tonde refl^chie 
ou r6fract6e posterieure de r k Tonde S', Equation qui sera de la forme 

D'apr^s la construction indiquee dans le paragraphe pr6c6dent, on ob- 
tiendra I'equation des surfaces r^flechissantes ou r^fringentes capables 
de transformer I'onde incidente S dans I'onde r^flechie ou refractee S', 
en eiiminant t entre les deux -Equations 

r(x,XyZ,r) = o 
et 

^(x,r, J, T-T) = o, 

ce qui conduira k une Equation de la forme 

*(^,^, «,T) = o, 
oil T pourra recevoir toutes les valeurs possibles. 

31 . Soit S une onde correspondant k un systfeme de rayons issus d'un 
meme point et de m^me espbce; supposons que ces rayons, apres avoir 
subi un nombre quelconque de reflexions et de refractions en traver- 
sant un nombre quelconque de milieux homogenes, isotropes ou ani- 
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sotropes, restent de meme espece, et soit alors S' une des ondes qui 
leur correspondent. D*apres ce que nous venons de voir, il est toujours 
possible de trouver une surface r^flechissante ou r^fringente capable de 
transformer Tonde S dans Tonde S'; si nous remarquons, de plus, que, 
dans le nieme milieu, la nature des rayons etant donnee, aux memes 
systfemes d'ondes correspondent necessairement les mSmes systemes de 
rayons, nous sommes conduits au th^or^me suivant, d^montr^ par Ger- 
gonne (*) pour lecas particulier des milieux isotropes, et qui se trouve 
etendu a toute espfece de milieux homogenes. 

THEORi:ME XI. — Lonque des rayons issus d'un mime point et de 
mSm>e espece suhissent un nombre quelconque de reflexions et de re/rac- 
tions en traversant un nombre quelconque de milieux homogenes^ isotropes 
ou anisotropeSf Veffet de ces riflexions et de ces rifractions peut toujours 
6tre rempUicS, soit par celui d'une rdflexion unique^ soit par celui d^une 
refraction unique. 

32. La construction de Huyghens permet encore, ^tant donnees la 
direction d*un rayon incident et celle d'un rayon reflecbi ou refracte 
provenant de ce rayon incident, de determiner la direction du plan tan- 
gent a la surface reflechissante ou r^fringente aii point d'incidence, en 
supposant la nature de cbacun de ces rayons connue si le milieu oil il 
se propage est birefringent. A cet effet, du point d'incidence comme 
centre on decrit les surfaces d'onde 2 et 2' caracteristiques du premier 
et du second milieu, et correspondant k Tunit^ de temps; par le point 
oil le rayon incident rencontre celles des nappes de la surface 1 qui est 
de meme nature que lui, on mene un plan tangent P a cette nappe : par le 
point oil le rayon refl^chi rencontre celle des nappes de la surface 2 qui 
est de meme nature que lui, ou bien par le point oil le rayon refracte 
rencontre celle des nappes de la surface 2' qui est de mSme nature que 
lui, on mene un plan tangent P'k cette nappe. Enfin, par la droite d*in- 
tersection des plans P et P' et par le point d'incidence on fait passer un 
plan, qui est le plan cherche. Si les deux plans tangents P et F sont pa- 
ranoics entre eux, le plan demande est parallele k ces deux plans. La 
droite d'intersection des plans P et F ne pouvant jamais passer par le 

(*) Gergonne, Annates, t. XIV, p. i^. 
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point d'incidence, la construction que nous venons d'indiquer donne 
toujours un plan et un seul, sauf le cas particulier oil, Tun des deux 
milieux etant biaxe, le rayon incident ou le rayon r^flechi, si c'est le pre- 
mier milieu, le rayon refract^, si c'est le second, rencontre la surface 
d'pnde caracteristique de ce milieu en un de ses points singuliers. Ge- 
pendant le probleme n'est possible, quelles que soient les directions 
donnees pour les deux rayons, que s'il s'agit d'une reflexion honiologue. 
S'il y a refraction ou reflexion antilogue, le probleme pent devenir 
impossible pour certaines directions des rayons donnes : c'est ce qui ar- 
rive, dans le casde la refraction, si le plan determine par la construction 
que nous venons d'indiquer est compris dans Tangle forme par le rayon 
incident prolonge et par le rayon refracts, et pour la reflexion anti- 
logue si ce plan est compris dans Tangle forme par le rayon incident et 
le rayon reflechi. 

33. Nous aliens maintenant nous proposer de chercher les condi- 
tions qui doivent etre remplies pour qu'un rayon se reflechisse en reve- 
nant sur lui-meme ou se refracte sans deviation. 

Considerons en premier lieu le cas d'une reflexion homologue. Si un 
rayon se reflechit alors de fagon a revenir sur lui-meme, la construction 
du paragraphe precedent montre immediatement que le plan tangent a 
la surface reflechissante au point d'incidence est parallele au plan tan- 
gent men^ k celle des nappes de la surface d'onde caracteristique du 
milieu decrite du poiiU d*incidence comme centre et correspondant a 
Tunite de temps qui est de meme nature que le rayon incident, au point 
oil cette nappe est rencontree par le rayon incident prolonge. La con- 
struction de Huyghens montre d'ailleurs que cette condition est suffi- 
sante. Done : 

Th^oreme XII. — Pour quun rayon qui se propage dans un milieu 
homogine quelconque se riflichisse en revenant sur lui-m6me, la rdflexion 
Slant homologue, il/aut et il suffit que le plan tangent a la surface re- 
flechissante au point d'incidence ait une direction conjuguee a celle du 
rayon incident^ ordinairement ou extraordinairement sui^^ant la nature 
dece rayon. 

Si le milieu est isotrope, ou si le milieu est uniaxe et le rayon ordi- 

jinnaies scientifiques de Vtcole Normale superieure. Tome IV. 3o 
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naire, pour qu'uD rayon revienne surlui-meme par suite d*une reflexion 
homologiie, il faut et il suffit, d'aprfes le theor^me precedent, que ce 
rayon soil normal a la surface reflechissante. 

En passant au cas de ia refraction , nous pouvons nous proposer, 
etant donnees la direction d'un rayon incident et sa nature, ainsi que 
la nature du rayon refracte, de determiner la direction que doit avoir le 
plan tangent a la surface refringente au point d'incidence pour que le 
rayon incident et le rayon refracte soient sur le prolongement Tun de 
I'autre. La construction de Huyghens nous fournit encore la solution de 
ce problfeme. D'un point quelconque comme centre on decrit les 
nappes 2 et 1' des surfaces d'onde caracteristiques des deux milieux 
correspondant a Tunite de temps qui sont respectivement de meme na- 
ture que le rayon incident et que le rayon refracte; par le point on 
mene une droite parallele a la direction donnee pour le rayon incident; 
cette droite rencontre les nappes 2 et 2' en deux points, situes du meme 
cote du point 0, par ou on mene deux plans tangents P et P' ^ ces deux 
nappes; enfin, par la droite d'intersection des deux plans P et F et par 
le point on fait passer un plan, dont la direction est la direction clier- 
chee. On voit que ce problfeme comporte toujours une solution et une 
seule. 

Lorsque les nappes 2 et 2' sont semblables et semblablemenl placees, 
les plans P et P' sont parallfeles entre eux, et, par suite, pour que le 
rayon incident et le rayon refracte soient en ligne droite, il faut que le 
plan tangent a la surface refringente au point d'incidence soit parallele 
aux plans P et P'. Cette condition est evidemment sufftsante; done : 

THEORfeME XIII. — Lorsque les nappes des surfaces d'onde caracteris- 
tiques de deux milieux homogines qui correspondent respectivement au 
rayon incident et au rayon r^.fracti sont semblables et semblablement pla- 
cdesy pour que le rayon incident et le rayon rifracte soient sur le prolonge- 
ment I'un de r autre, ilfaut et il suffii que lepUm tangent a la surface 
rifringente au poiru d'incidence ait la direction qui, dans I'un et r autre 
milieu, est conjuguie a celle du rayon incident, ordinairement ou extraor- 
dinairement suivant la nature de ce rayon. 

On peut remarquer que, dans ce cas, le rayon incident et le rayon 
refracte sont toujours de meme nature. On voit encore que, si les nappes 
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des surfaces d'onde caracleristiques des deux milieux qui correspon- 
dent respectiveiuent au rayon incident et au rayon refracte sont sphe- 
piques, pour que le rayon incident et le rayon refract^ soient sur le 
prolongement Tun de I'autre, il faut et il sufBt que le rayon incident 
soit normal a la surface refringente. 

Un problfeme inverse du precedent est celui qui consiste, etant 
donnees la direction du plan tangent a la surface refringente au point 
d'incidence, la nature du rayon incident et celle du rayon refracte, k 
chercher la direction que doit avoir le rayon incident pour penetrer 
dans le second milieu sans s6 briser. Pour repondre a cette question, 
on decrit encore d'un point quelconque comme centre les nappes 1 
et 2'; on mene par le point un plan parallele au plan donne, et on 
cherche sur ce plan une droite telle, que les plans tangents menes par 
cette droite aux parties des nappes 1 et 2' qui se trouvent d'un meme 
cote de ce plan touchent ces surfaces en deux points qui soient en ligne 
droite avec le point : la droite qui passe par le point et par les 
deux points de contact a la direction cherchee. 

Quant au cas oil un rayon doit se reflechir en revenant sur lui-meme, 
la reflexion etant antilogue, il se traite en suivant exactement la mSme 
marche que pour la refraction; les surfaces 1 et 2' sont alors les deux 
nappes de la surface d'onde caracteristique du premier milieu; ces 
deux nappes ne pouvant jamais dtre semblables, il n'y a pas lieu 
d*enoncer une proposition analogue au theoreme XIII. 

V. — Des foyers totaux et partiels et des lignes focales. — 
Tautochronisme des trajectoires himineuses aboutissant au 
meme foyer. 

34. Supposons que dans un milieu homog^ne quelconque, isotrope 
ou anisotrope, tous les rayons reflechis ou refract6s d'une certaine 
espece soient diriges de (agon a concourir en un foyer total 0, reel ou 
virtuel. Soit Sune quelconque des ondes reelles ou virtuelles qui cor- 
respondent a ce systeme de rayons; prenons sur cette onde un point 
quelconque A; si du point comme centre nous decrivons la nappe, 
de meme nature que les rayons, d'une surface d'onde caracteristique du 

3o. 
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milieu correspondant ^ un temps teU que cette nappe passe en A, cette 
nappe sera, en vertu du theoreme II, tangente en A k Tonde S. Ce rai- 
sonnement etant applicable a tons les points de Tonde S, cette onde 
doit Stre en chacun de ses points tangente a la nappe, de meme nature 
que les rayons, d'une certaine surface d'onde caracteristique decritedu 
point comme centre. Si cette surface d'onde caracteristique n'etait 
pas la meme pour tons les points de Tonde S, cette onde enveloppe- 
rait des nappes de meme nature de surfaces d'onde caracteristiques 
decrites d'un meme point comme centre et correspondant a. des 
temps differents, ce qui est impossible, puisque ces nappes ne pour- 
raient se couper. L'onde S est done tangente en tons ses points k la 
nappe, de meme nature que les rayons, d'une meme surface d'onde 
caracteristique decrite du point comme centre, et, par suite, coincide 
avec cette nappe. Reciproquement, si une quelconque desondes, reelles 
ou virtuclles, correspondant au systfeme des rayons, coincide avec la 
nappe, de meme nature que les rayons, d'une surface d'onde caracte- 
ristique du milieu decrite d'un certain point comme centre, les direc- 
tions de tons les rayons du systfeme concourent au point 0. En effet, si 
cette condition est remplie, les directions conjuguees, ordinairement 
ou extraordinairement suivant la nature des rayons, aux plans tangents 
menes a cette onde en ses differents points, passent tons par le point 0; 
or, d'apres le theoreme II, ces directions sont precis^ment celles des 
rayons qui passent par les differents points de I'onde; done ces rayons 
concourent tons en 0. 
Nous arrivons ainsi au theoreme fondamental dont voici Tenonce : 

Theoreme XIV. — Pour que tous les rayons reJUcfus ou ref metes issus 
dun m^me point et d'une certaine espice qui se propagent dans un milieu 
homogene quelconque convergent en un foyer total 0, reel ou virtue^ H 
faut et il suffit que I'onde qui correspond d ce systime de rayons^ consi- 
derde dans une quelconque de ses positions relies ou virtuelles^ coincide 
avec la nappe, de mime nature que les rayons^ d'une surface d'onde 
caracteristique du milieu dicrite du point comme centre, D'oii il suit . 
i^ que I'onde au moment oil elle passe par le foyer total se reduit a un 
point ; 2^ que si^ dans un milieu homogene quelconque^ tous les rayons 
reflichis ou rifrojctis issus d'un mime point et d'une certaine espice vien- 
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nent converger en un mime foyer rdel, tous ces rayons emploient des temps 
Sgauxpour sepropager du point lumineux au foyer, et y arriventpar con- 
sequent sans difference de phase. 

Ce theoreme est vrai, quelles que soient les reflexions et les refrac- 
tions que les rayons aient subies avant de prendre leurs directions ac- 
tuelles, a condition cependant que ces rayons emanent originairement 
d'un meme point et qu'ils soient restes de meme espece. 

Le tautochronisme des trajectoires lumineuses aboutissant au meme 
foyer constitue une proposition d'une importance capitale : c'est la 
base principale de la theorie des surfaces aplanetiques, et on doit ne- 
cessairement y avoir recours pour justifier I'emploi des lentilles dans 
Tobservation des phenomenes d'interferences et de diffraction (*). 

II resulte du theoreme precedent que, pour que les ondes reflechies 
ou r^fractees qui se propagent dans un milieu homogene quelconque 
affectent la forme que presente dans ce milieu celle des nappes de la 
surface d'onde caracteristique qui est de meme nature que ces ondes, 
il faut et il suffit que tous les rayons refl^chis ou refractes soient diriges 
de fagon a concourir en un meme point. 

Remarquons enfin que, si du foyer total comme centre on decrit 
la nappe, de meme nature que les rayons, d'une surface d'onde carac- 
teristique correspondant a un temps quelconque T, cette nappe coin- 
cide a la fois avec deux ondes, savoir : avec celle qui est anterieure 
de T au moment ou I'onde se reduit au foyer total, et avec celle qui est 
post^rieurede T a ce meme moment. Si les rayons reflechis ou refractes 
ne remplissent pas tout Tespace, ces deux ondes co'incideront avec deux 
parties de la surface d'onde caracteristique qui seront limitees par deux 
courbes symetriques par rapport au foyer et pouvant empieter Tune 
sur Tautre. Mais, si les rayons reflechis ou refractes, avani d'arriver au 
foyer, remplissent tout Tespace, comme cela a lieu, par exemple, 
lorsque des rayons, emanes d'un point lumineux situe dans un milieu 
homogene limite par une surface fermee, viennent apr^s reflexion con- 

(^ ) Ce th^r^me est connii depuis longtemps pour les milieux isotropes. Huyghens ( Traite 
fie ia Lutniere, chap. VI] en a donn^ une demonstration, en s'appuyant sur les lois de la 
reflexion et de la refraction dans ces milieux. II reslait a faire voir qu'il s'applique egalement 
aux milieux bir^fringents. 
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verger en ud foyer unique, les deux ondes coincident cbacune avec la 
nappe de la surface d'onde caracteristique dans toute Teteodue de cette 
nappe, et, par suite, coincident entre elles. 

35. 11 pent arriver que, parmi les rayons r^flechis ou refractes d'une 
certaine espece qui se propagent dans un milieu homogene quelconque, 
il y en ait seulement une partie, formant une surface conique, qui con- 
vergent en un meme foyer reel ou virtuel : ce foyer prend alors le nom 
At foyer partieL En employantexactement le meme mode de raisonne- 
ment que dans le paragraphe precedent, on arrive a la proposition 
suivante : 

Theoreme XV . — Pour que, parmi les rayons rejlechis ou rifractes issus 
d'un mime point el d'une certaine espece qui se propagent dans un milieu 
homogene quelconque^ il y en ait une infiniii formant une surface con- 
tinue qui aillent com^erger en un foyer partiel 0, rdel ou virtuel, ilfaut et 
il suffit que l^onde qui correspond a ce systeme de rayons^ consideree dojis 
une quelconque de ses positions rielles ou virtuelles, soil tangente le longde 
la courbe suivant laquelle elle est coupee par la surface que formenl les 
rayons a la ruippCy de mime nature que les rayons^ dune surface d*onde 
caracteristique du milieu ddcrite du point comme centre. D'oii ilsuil que, 
si, dans un milieu homogene quelconque, une infinite de rayons reflechis 
ou refractis issus dun mSme point et de mSme espece, formarU une surface 
continue^ convergent en un mime foyer partiel rdel, ces rayons emploient des 
temps egaux pour se propager du point lumineux a ce foyer, ely arri^ent 
par consequent sans difference de phase, 

II pent arriver, comme cas particulier, que la surface conique formee 
par les rayons dont les directions convergent au foyer partiel se 
reduise a une surface plane : le theoreme precedent subsiste alors sans 
modification. 

36. Lorsqu'un systeme de rayons issus d'un meme point et de meme 
espbce se propage dans un milieu homogene quelconque^ il pent se 
presenter quatre cas distincts : 

i^ II n'y a ni foyer total ni foyer partiel; 

n^ II y a un nombre fini de foyers partiels isoles les uns des autres; 
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nous appellerons alors lignes aplanStiques, soit sur la surface r6flechis- 
sante ou refringente, soit sur les ondes qui correspondent au systfeme 
des rayons, les intersections de ces surfaces avec les c6nes formes par 
les rayons qui convergent au meme foyer partie), ces surfaces coniques 
pouvant dans des cas particuliers se reduire a des plans; 

3^ II y a une iniinit^ de foyers partiels formant une ligne continue que 
nous nommons ligne focale; il existe alors sur la surface refl^cbissante 
ou refringente et sur chacune des ondes qui correspondent au systeme 
des rayons r^ilechis ou refractes un systfeme continu de lignes aplan6- 
tiques, et le systeme des rayons se decompose en une infinite de sur- 
faces coniques dont les sommels ferment une ligne continue; 

4** II y a un foyer total, et alors la surface reflechissante ou refrin- 
gente est dite aplanetique. 

Cc dernier cas vient d'etre eludie (34); nous nous arreterons main- 
tenant quelque temps a examiner les consequences qui resultent de 
Texistence d'une ligne focale. Cette ligne focale peut etre, soit tout en- 
tiere reelle, soit tout entiere virtuelle, soit en partie reelle et en partie 
virtuelle; mais il y a, en outre, une distinction essentielle a faire, sui- 
vant que les rayons emploient des temps egaux ou inegaux pour aller de 
I'onde reflechie ou refractee consideree dans une quelconque des posi- 
tions reelles ou virtuelles qu'elle occupe successivement aux differents 
points de la ligne focale (en supposant, si cela est necessaire pour reva- 
luation de ces temps, le milieu ou se meuvent les rayons prolong^ au 
dela de ses limites, de fa<;on a comprendre I'onde et la ligne focale). Si 
ces temps sent egaux^ nous dirons que la ligne focale est isochrone; dans 
le cas contraire, nous Tappellerons anisochrone. On voit que, lorsqu'une 
ligne focale reelle est isochrone, tons les rayons reflechis ou refractes 
emploient le meme temps pour se propager du point lumineux aux dif- 
ferents points de cette ligne focale, tandis qu'en general ce sont seule- 
ment les rayons aboutissant a un meme point de la ligne focale qui 
mettent des temps egaux pour atteindre ce foyer parti el. 

37. Soit, dans un milieu homogene quelconque, L une ligne focale 
isochrone, reelle ou virtuelle. D'apresle theoreme XV, si on consid^re 
I'onde S qui correspond au systeme des rayons reflechis ou refractes dans 
une quelconque de ses positions reelles ou virtuelles, cette onde doit 
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etre tangente le long d'une courbe aux nappes, de meme nature que les 
rayons, de surfaces d'ondes caracteristiques decrites de chacun des 
points de la ligneL comme centres. Pour que la ligne focale soit iso- 
chrone, il faut evidemment que ces surfaces d'onde caracteristiques, 
decrites des difCerents points de la ligne L comme centres, et dont cha- 
cune est tangente a Tonde S le long d'une courbe, correspondent au 
meme temps. Reciproquement, si cette condition est remplie, les 
rayons voot aboulir aux difTerents points de la ligne L et emploient des 
temps egaux pour aller de Tonde S a la ligne L qui, par suite, est iso- 
chrone. Done : 

Th^rkme XVI.— Pour que y des rayons reflechis ou re/ractes issus d'un 
mime point et de mime espice sepropageant dans un milieu quelconque, 
une ligne L soit pour ces rayons une ligne focale isochrone, il faut et il 
suffix que Vonde qui correspond a ces rayons soit dans une quekonque de 
ses positions reelles ou virtuelles Venveloppe des nappes, de mime nature 
que les rayons^ de surfaces d^onde caracteristiques du milieu decrites des 
differents points de la ligne L comme centres et correspondant a un mim^e 
temps. D'oii U suit que I'onde dans une certaine position, soit rieUe, soit 
virtueUe, doit se rdduire a la ligne focale isochrone. 

Si, parexemple, le milieu est isotrope, I'onde est I'enveloppe d'une 
sphere dont le centre parcourt la ligne focale isochrone et dont le rayon 
reste constant. 

Lorsqu'il existe une ligne focale isochrone, chaque onde correspon- 
dant au systeme des rayons reflechis ou refractes presente un systeme 
continu de lignes aplanetiques. Pour trouver sur Tune de ces ondes la 
ligne aplanetique qui correspond a un point donne de la ligne focale, 
it suffit evidemment de decrire, de ce point comme centre, une sur^ 
face d'onde caracteristique dont la nappe, de meme nature que les 
rayons, soit tangente a Tonde; le contact entre les deux surfaces a lieu 
le long d'une ligne qui est la ligne aplanetique cherchee. Sur la surface 
reflecbissante ou refringente il est egalement facile de trouver la ligne 
aplanetique qui correspond a un point donne A de la ligne focale iso- 
chrone. En effet, comme dans une de ses positions I'onde se reduit a 
cette ligne, on obtient les rayons qui convergent en A en menant les 
droites dont les directions sont conjuguees ordinairement ou extraordi- 
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nairemeDt suivaat la nature des rayons, a celles des plans tangents k la 
ligne focale en A, c'est-k-dire de tons les plans qui passent par la droite 
tangente en A a cette ligne. Ces rayons forment une surface conique 
pouvant, dans des cas particuliers, se reduire k une surface plane et 
dont Tintersection avec la surface refl^chissante ou refringente est la 
iigne aplanetique deroand^e. 

Si le milieu est isotrope ou si le milieu est uniaxe et les rayons ordi- 
naires, les rayons qui convergent en un memo point A de la ligne focale 
isochrone doivent etre perpendiculaires aux plans tangents en A a cette 
ligne focale, et, par suite, k la tangente men^e k cette ligne par le 
point A. Ces rayons sont done tons contenus dans un meme plan nor- 
mal en A a la ligne focale; d*oii le theoreme suivant : 

TnioRJiiME XVII. — Sif dansun milieu homo gene isotrope ou dans un 
milieu homogine uniaxe^ les rayons dtant ordinaires^ des rayons issus 
d'un mime point et de mime espece donnent naissance a une ligne 
focale isochrone^ ceux de ces rayons dont les directions convergent 
en un mime point riel ou virtuel de cette ligne sont contenus dans un 
mime plan normal a la ligne focale^ etpar suite les lignes aplanitiques, 
tant sur la surface reflechissante ou refringente que sur les ondes qui cor- 
respondent au systeme des rayons^ sont planes. 

38. Qnand il existe une ligne focale anisocbrone, Tonde, consider^e 
dans une quelconque de ses positions reelles ou virtuelles, est encore 
Tenveloppe des nappes, de meme nature que les rayons, de surfaces 
d'onde caracteristiques du milieu decrltes des differents points de cette 
ligne comme centres; mais ces surfaces d'onde caract6ristiques ne cor- 
respondent plus k des temps egaux. Les lignes aplanetiques sur les 
ondes qui correspondent au systeme des rayons reflechis ou refractes, 
s'obtiennent dans ce cas par la meme construction que dans le cas d'une 
ligne focale isochrone (37); cette construction est encore applicable 
lorsqu'il existe un nombre fini de foyers partieis isoles. 

Quand la ligne focale est anisocbrone, I'onde ne se reduit a cette ligne 
dans aucune de ses positions, soit reelles, soit virtuelles; elle passe 
done successivement par les differents points de cette ligne. Conside- 
rouB I'onde* dans la position r^elle ou virtuelle oil elle passe par un 
point quelconque A de la ligne focale anisocbrone : d'apres le tbeo- 

Jnnales scientifiques de VEcole Normale superiettre. Tome IV, 3 1 
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r'rrne X\\ tous les rayons qui coovergent en A arrivenl eo meme 
t'rrnps en ce poinf . L'onde au point A doit done etre tangente a la fois 
a tous les plans conjugues aax rayons qui arrivent en A, ordinairement 
ofj extraordinairement suivant la nature des rayons; Tenveloppe de 
rf'S plans est en general une surface conique» mais cette surface pent se 
rr-duire a une ligne droite : c*est ce qui arriTe, par exemple, si, le 
milieu etant isotrope, les rayons qui aboutisseot en A sont contenus dans 
un meme plan. 

II resulte de ee que nous venons de dire que Tonde presente en A ce 
qij'on appelle un point singuUer; \\ n'y a d'exception a cette regie que 
dans un cas tres-particulier : c'est celui oii» le milieu etant biaxe, cha- 
cun des rayons qui convergent en A est parallele a Tun des rayons vec- 
tears qui, dans la surface d'ondecaracteristique du milieu, sont conju- 
gues aux plans tangents stnguliers. Tout ce que nous venons de dire 
s'applique evidemment au cas oil Fonde passe par un foyer parliel isole. 
Reciproquement, si Tonde, dans une quelconque de ses positions 
reelles ou virtuelles, presente un point singulier, on peut afQrmer que 
re point appartient a une ligne focale anisocbrone, ou constitue un 
foyer partiel isole; car, en ce point, Fonde est tangente a une infinite 
de plans ayant pour enveloppe une surface conique, ou, dans des cas 
particuliers, une ligne droite, et a ces plans sont conjugues une infinite 
de rayons formant une surface conique qui peut se reduire a une sur- 
face plane. Ici encore la regie g^nerale presente une exception parti- 
culiere : en effete si, le milieu etant biaxe, la surface conique tan- 
gente k Tonde au point singulilr a ses generatrices paralleles a celles 
du cdne tangent k la surface d*ond% caracteristique du milieu en un de 
fics points singuliers, k tons les plans tangents k Tondeau point singu- 
tier est conjugu^e une direction unique, qui est Tune des directions 
singulieres du milieu; il ne passe alors en A qu'un rayon unique, mais 
ce rayon, d'apres une remarque faite precedemment (23), est constitue 
par la superposition d'une infinite de rayons reflechis ou r^fract^s pro- 
venant d*un cdne de rayons incidents. 

Les remarques pr^c^dentes se resument dans le theoreme suivant : 

THEOR^Mfi XVIII. — Toules les fois que, dans un milieu homogSne 
quelconque f Vonde correspondant a un systeme de rayons issus d'un mime 



Digitized by 



Google 



REGHERCHES d'oPTIQUE GEOMETRIQUE. ^43 

point el de mime espece passe par un foyer parliel rdel ou virtuel ne 
faisant pas partie d'une lignefocale isochrone, elleprdsente en ce foyer un 
point singulier, a moins que, le milieu dtant hiaxe, le plan tangent a 
I'ondCf men^ par ce foyer f ne soil parallele a Vun des plans tangents sin- 
guUers de la surface d'onde caractdristique du milieu, Reciproquement, 
toutes lesfois que I'onde, dans une quelconque de ses positions reelles ou 
virtuelles, presents un point singulier^ ce point est un foyer partiel n ap- 
purtenant pas a une ligne focale isochrone^ a moins que, le milieu etant 
biaxCy le cdne tangent a I'onde en ce point singulier n' ait. ses genera- 
trices paralleles a celles du cdne tangent a la surface d'onde caracleris- 
tique du milieu en un de ses points singuliers. 

De ce ihcoreme resulle une conslructioo qui permet de trouver sur la 
surface reflechissante ou refringenle la ligne aplanetiquequi correspond 
a un point d'une ligne focale anisochrone ou k un foyer partiel isole. 
En effet, sauf Texception signalee plus haut, Tonde , lorsqu'elle passe 
par un tel point, y est tangente a un cone; si Ton mene par le point sin- 
gulier de Tonde les droites dont les directions sont conjuguees, ordi- 
nairementou extraordinairement suivant la nature des rayons, a celles 
des plans tangents a ce cone, ces droites forment une surface conique 
dont I'intersection avec la surface reflechissante ou refringente est la 
ligne aplanetique cherchee. 

Si le milieu est isotrope, le cone forme par les rayons qui aboutissent 
au foyer partiel a ses generatrices perpendiculaires a celles du cone 
tangent a I'onde en ce foyer partiel, etalors le premier cone se reduit 
a une surface plane lorsque le second se reduit a une ligne droite. 

39. Les remarques que nous venons de faire sur les relations cnUe 
Texistence des foyers ou des lignes focales et les affections presentees 
par les ondes, peuvent se r6sumer comme il suit : 

I** Si Tonde qui correspond a un systfeme de rayons reflechis ou re- 
fractes, issus d'un m6me point et de meme espece, se propageant dans 
un milieu homogene quelconque, ne se reduit, dans aucune des posi- 
tions reelles et virtuelles qu'elle occupe successivemeni, a un point ou 
a une ligne, et que, dans aucune de ses positions, elle ne presenle de 
point singulier, il n'y a ni foyer total, ni foyer partiel (a moins que, le 
milieu etant biaxe, une infinite de rayons incidents, formant une sur- 

3i. 
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face continue, ne donnent naissance k une infinite de faisceaux coniques 
de rayons reilechis ou refractes, qui, en s'entre-croisant, peuvent donner 
lieu k des foyers partiels sans que I'onde pr^sente de point singulier). 

2^ Si Tonde, sans jamais se reduire ni k un point ni k une ligne, pre- 
senter dans une ou plusieurs positions isolees, un ou plusieurs points 
singuliers , ces points singuliers sont autant de foyers partiels isoles 
( toutefois, si le milieu est biaxe, les points singuliers de I'onde oil le 
cone tangent a Tonde a ses generatrices paralleles a celles de Tun des 
cones tangents a la surface d'onde caracteristique du milieu en ses points 
singuliers, sont la reproduction des points singuliers de cette surface 
d'onde caracteristique et n'accusent pas Texistence de foyers partiels). 

3^ Si i'onde, sans jamais se reduire ni k un point ni a une ligne, 
presente, dans une serie continue de positions, un point singulier, la 
ligne decrite par ce point est une ligne focale anisoclirone (sauf Texcep- 
tion indiquee dans lecas precedent). 

4^ Si I'onde, dans une certaine position, soit reelle, soil virtuelle, se 
reduit a une ligne, cette ligne est une ligne focaie isochrone. 

5^ Si I'onde, dans une certaine position, soitreelle, soit virtuelle, se 
reduit k un point, ce point est un foyer total. 

VI. — ProprUte fondamentale des trajectoires lumineuses : 
le temps employi a les parcourir est en general un minimum 
ou un maximum. 

40. Quoique nous ne nous proposions pas d'exposer ici specialement 
la theorie des surfaces aplanetiques , il est cependant indispensable, 
pour arriver a la demonstration simple et gen^rs^le d'une propriete fon- 
damentale des trajectoires lumineuses, d'entrer plus avantque nous ne 
Tavons fait jusqu'k present dans I'etude de ces surfaces. 

Supposons que tons les rayons reilechis ou refract6s d'une certaine 
espece qui correspondent a des rayons incidents emanesd'un point lu- 
mineux reel 0, aillent converger en un meme foyer reel 0'. Designons 
par T le temps employe par un rayon de meme nature que les rayons 
incidents pour se propager dans le premier milieu du point k i|n 
point quelconque M; par T' le temps employe par un rayon de meme 
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nature que les rayons reflechis ou refractes pour se propager, dans le 
second milieu s'il s'agit d'une refraction, dans le premier milieu s'i) 
s'agit d'une reflexion, du point 0' au meme point M. II resulte imme- 
diatement du theorfeme XIY que, pour tons les points de la surface re- 
flechissante ou refringenle, la somme T + T' est constante, et que, reci- 
proquement, si cette somme est constante sur une surface reflechissante 
ou refringente, cette surface est aplan^tique pour les positions et 0' 
du point lumineux et du foyer. On voit done, qu'etant donnees les posi* 
tions du point lumineux et du foyer, supposes tons deux reels, et la na- 
ture des rayons incidents etant assignee ainsi que celle des rayons refle- 
chis ou refractes, il existe une infinite de surfaces aplanetiques constituant 
un certain systfeme. Sur chacune des surfaces de ce systeme la somme 
T + T' a une valeur constante; mais cette somme varie quand on passe 
d'une de ces surfaces k une autre; d'oii il suit que les surfaces aplanetiques 
faisant partie d'un meme systeme ne peuvent jamais se couper et s'en- 
veloppent compl^tement les unes les autres. 

Considerons en premier lieu le cas de la reflexion : les surfaces apla- 
netiques qui correspondent k des positions donnees du point lumi- 
neux et du foyer 0' supposes tous deux reels, sont alors fermees, et 
chacune d'elles comprend dans son interieur les points et 0'. De 
plus, il est Evident que la somme T •+- T', constante sur chacune de ces 
surfaces, va en augmentant k mesure que Ton considere une surface de 
plus en plus ^loign^e des points et 0', ou, en d'autres termes, quand 
on passe d'une surface aplanetique a une autre qui renferme la premiere 
dans son interieur. 11 resulte de Ik que, si Ton designe par C la valeur 
particuliere de la somme T + T' sur I'une de ces surfaces aplanetiques, 
surface que nous nommerons S, pour tout point exterieur k la surface S, 
la somme T + T aura une valeur superieure k C, et pour tout point inte- 
rieur k cette surface, cette somme aura une valeur inferieure k C. On voit 
encore que, si, en un point quelconque de la surface S, on mene un plan 
tangent k cette surface, la somme T + T' aura, en tous les points de ce 
plan autres que le point de contact, une valeur superieure k celle qu'elle 
prend en ce point de contact, c'est-k-dire une valeur superieure a C; elle 
aura done sur le plan, au point de contact, une valeur minimum. 

Passons maintenant au cas de la refraction. Les surfaces aplane- 
tiques passent alors necessairement entre les points et 0'. Supposons 
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d'abord que, suivant la direction 00', la vitesse dans le premier mi- 
lieu d'un rayon de meme nature que les rayons incidents, soit plus 
grande que la vitesse dans le second milieu d'un rayon de meme na- 
ture que les rayons refractes; la somme T -+- T' va alors en croissant a 
mesure que la surface aplanetique rencontre la droite 00' en un point 
plus voisin du point 0. De plus, dans ce cas, les surfaces aplanetiques, 
du moins dans la partie de leur etendue qui sert r^ellement a la re- 
fraction, tournent leur convexite vers le point 0. Ceci pos6, d^signons 
par C la valeur de la somme T -f- T' sur Tune de ces surfaces aplane- 
tiques, surface que nous appellerons S, ct soit M un point qui n*est as- 
sujetti qu'a la condition de se trouver sur la partie de I'une quelconque 
de^ surfaces aplanetiques du systeme qui sert r^ellement a la refraction. 
On doit conclure de ce qui precede qu'au point M la somme T -h T' a 
une valeur superieure a C si ce point se trouve a Texterieur de la sur- 
face S, c'est-a-dire du meme cote de cette surface que le point 0, une 
valeur inferieure a C si ce point est situe a Tinterieur de la surface S, 
c'est-a-diredu meme cote que le point 0'. 

Si, au conlraire, suivant la direction 00', la vitesse dans le premier 
milieu d'un rayon de meme nature que les rayons incidents, est plus 
petite que la vitesse dans le second milieu d'un rayon de meme nature 
que les rayons refractes, la somme T -f- T' va en croissant a mesure que 
la surface aplanetique rencontre la droite 00' en un point plus voisin 
du point 0'. Mais, comme alors les surfaces aplanetiques, du moins dans 
la partie de leur etendue qui sert reellement k la refraction, tournent 
leur convexite vers le point 0', on voit que, comme dans le cas prece- 
dent, la somme T -h T' a une valeur superieure k C au point M si ce 
point se trouve a Texterieur de la surface S, c'est-a-dire ici du meme 
cote de cette surface que le point 0', une valeur inferieure a C si ce 
point est situe a Tinterieur de cette surface, c'est-a-dire du meme c6t<^ 
que le point 0. 

Dans Tun et Tautre cas, si Ton mene a Tune des surfaces aplanetiques 
un plan tangent en un point situe dans la partie de cette surface qui 
sen reellement a la refraction, tous les points de ce plan autres que 
le point de contact etani exterieurs a la surface aplanetique, la somme 
T-f-T' aura sur le plan au point de contact une valeur minimum. Les 
surfaces aplanetiques, soit par reflexion, soit par refraction, elant tou- 
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jours convexes, la proposition que nous venons d'enoncer, de meme 
que la proposition analogue relative a la reflexion, ne souffre aucune 
exception. 

41. Supposons maintenant que la lumiere se propage d'un point a 
un autre point 0' en subissant une reflexion ou une refraction, ces deux 
points etant situes dans un milieu homogene quelconque s'il s'agit d'une 
reflexion, dans deux milieux homogfenes quelconques s'il s'agit d'une 
refraction, et la surface reflechissante ou refringente etant egalement 
quelconque. Appelons R le rayon incident, R' le rayon reflechi ou re- 
fracte, I le point d'incidence, S la surface reflechissante ou refringente; 
designons par T le temps que met, dans le premier milieu, un rayon 
de meme nature que le rayon R pour se propager du point a un point 
quelconque M, par T' le temps qu'emploie, dans le premier ou dans le 
second milieu suivant qu'il s'agit d'une reflexion ou d'une refraction, 
un rayon de meme nature que le rayon R' pour se propager du point 0' 
au meme point M. Si nous considerons le point comme un point lu- 
mineux r6el et le point 0' comme un foyer reel, les rayons incidents 
etant de meme nature que le rayon R, les rayons reflechis ou r^fractes 
de meme nature que le rayon R', il y aura, d'apres ce que nous venons 
de voir, une infinite de surfaces aplanetiques pour ces positions du point 
lumineux et du foyer. Parmi ces surfaces aplanetiques, il s'en trouvera 
necessairement une qui passera par le point d'incidence I : cette surface 
aplanetique, que nous designerons par 2, sera tangente en 1 a la surr 
face reflechissante ou refringente S, car au point I la surface 2 doit, 
comme la surface S, refl^chir ou refracter vers le point 0' un rayon 
provenant de 0. Sur la surface aplanetique 2 la somme T -f- T' est con- 
stante (40) : done, puisque la surface S est tangente en I a la surface 2, 
si, sur cette surface reflechissante ou refringente, on passe du point I a 
un point infiniment voisin, la variation de la somme T -I- T' sera un infi- 
niment petit d'un ordre superieur au premier; en d'autres termes, si, 
sur la surface S, on considere la somme T + T' comme une fonction des 
coordonnees des points de cette surface, la differentielle de cette fonc- 
tion sera nulle au point I. 

Reciproquement, si, au point I, sur la surface S, la diiferentielle de 
la fonction T + T' est nulle, cette fonction est constante sur la surface S 
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dans une etendue iDfinimeDt petite a partir du point I; par suite, la sur- 
face S est tangente en I a Tune des surfaces aplanetiques pour les po- 
sitions et 0' du point lumineux et du foyer : done le point I est tel, 
qu'un rayon ^mane du point 0» apr^s s'^tre reflechi ou refracte en ce 
point, va passer par le point 0'. 
Nous arrivons ainsi a la proposition suivante : 

THEORiME XIX. — Etant donnes deux points et 0' et une surface 
reJlSchissante ou re/ringente S, la nature des rayons incidents etant assi- 
gnee, ainsi que celle des rayons rdjlechis ou rifractis^ pour qtCujve trajec- 
toire partant du point et aboutissant au point 0' en touchant la surface S 
soit rdellement suinepar la lumiere, il/aut et il sujfit qtien passant de 
cette trajectoire a une trajectoire infiniment voisine quelconque^ la varia- 
tion du temps employd par la lumiere pour se propager du point au 
point 0' soit un infiniment petit d'un ordre superieur au premier. 

42. Le theoreme precedent est dans la theorie des ondes I'analogue 
de ce qu'est le principe de la moindre action dans la theorie de remis- 
sion. 

11 pent s'exprimer encore en disant que : pour qu'une trajectoire 
partant du point et aboutissant au point 0' soit rdellement suivie par 
la lumiere, il faut et il suffit qu'au point I oil cette trajectoire touche la 
surface reflechissante ou refringente, la diff6rentielle de la somme T -i-T' 
soit nuUe, cette somme etant consider6e comme une fonction des coor- 
donnees des points de la surface S. 

Ce theoreme permet, etant donnees les coordonnees des points 
et 0', Tequation de la surface reflechissante ou refringente, la nature des 
rayons incidents et celle des rayons reflechis ou refractes, de calculer les 
coordonnees des points oil un rayon parti du point doit toucher la 
surface S pour aller, apres reflexion ou refraction, passer par le point 0'. 

Designons en effet par (a, 6, c) les coordonnees du point 0, par 
{a\ b\ d) celles du point 0'. Soit 

Tequation de la surface r6flechissante ou refringente S, 
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Tequation de la nappe, de meme nature que le rayon incident, de la 
surface d'onde caracteristique du premier milieu decrite de Torigine 
comme centre et correspondant a I'unite de temps, 

Tequation de la nappe, de meme nature que le rayon reflechi ou 
refracte, de la surface d'onde caracteristique du premier ou du second 
milieu, suivant qu'il s'agit d'une reflexion ou d'une refraction, decrite 
de Torigine comme centre et correspondant a I'unite de temps. Le 
temps T employe par la lumibre pour se propager du point a un point 
quelconque de la surface S, dont les coordonnees sont (^, y?, ^), est 
donne par I'equation 

De m^me le temps T' employe par la lumifere pour se propager du 
point 0' au meme point de la surface S est donne par Tequation 



(3) 



(l-af n-b' K-c'\_ 



les deux fonctions/, et /z etant identiques quand il s'agit d'une re- 
flexion homologue. 

Si des equations (:s) et (3) on tire les valeurs de T et de T', et qu'on 
les ajoute, on obtiendra une Equation de la forme 

T -f- r = F(g, y,, ?, a, 6, c, a', 6', &} = o. 

Entre cette Equation et I'equation (i), on eliminera une des trois varia- 
bles §, y}, ^, par exemple ^, et on arrivera k une equation de la forme 

T -f- T' = ^( 5, ^, a, 6, c, of, V, c'). 

Pour les points cherch^s de la surface S, on doit avoir, d'aprfes le 
theoreme XIX, 

rf(T-f-T') = o, 

Annates scientifiques de VtcoU NormdU supirieure, Tom« IV. 32 
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equation qui, puisqu'il y a deux variables independaates,se decompose 
eo deux aulres : 

et 

d^ 

Ces deuY deroieres equations jointes a celle de la surface determinenl 
les coordoDuees des points cherches. 

43. II est facile de voir, en se fondant sur les considerations qui nous 
ont deja servi a demontrer le theoreme XIX, que le temps employe par 
la lumiere pour se propager d'un point a un autre, en subissant una 
reflexion ou une refraction, est en general un maximum ou un mi- 
nimum. 

En efTet, au point d'incidence I la surface r^flechissante ou refrin- 
gente S est tangente a une surface aplanetique 2 sur laquelle la 
somme T + T' est constante (41) : si, au point I, le contact enlre les 
deux surfaces S et 2 est simplement du premier ordre, comme cela a 
lieu en general, ou si ce contact est d'ordre impair, la surface S, dans le 
voisinage du point I, est interieure ou exterieure a la surface Z, car 
dans ce cas les deux surfaces ne peuvent se couper. Si la surface S est 
exterieure autour du point I k la surface aplanetique 2, comme, d'apres 
ce que nous avons vu precedemment (40), pour les points exterieurs a 2^ 
la somme T + T' a une valour plus grande que sur la surface 2^ cette 
somme a, sur la surface S, une valour minimum en I. Si^ au contraire, 
la surface S tout autour du point I est exterieure k la surface aplane- 
tique 2, la somme T + T a au point I une valeur maximum sur la sur- 
face S. Lorsque les deux surfaces S et 2 ont au point I un contact 
d'ordre pair, ee qui n'a lieu que dans des cas exceplionnels, ces deux 
surfaces se coupent tout en etant tangentes, el alors la valeur de la 
somme T + T' sur la surface S n'est ni maximum ni minimum en I, 
bien que la variation de la somme T-f- T% quand on passe du point I k 
un point infiniment voisin sur la surface S, soit encore un infiniment 
petit d'un ordre superieur au premier, et que, dans ce cas, cette varia- 
tion soit meme au moinsdu troisieme ordre. Nous pouvonsdonc enoncer 
Ic theoreme suivant : 
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THsoRKMt XX. ^ Lorsque la lunuere se ptopage (Tun point dun 
point 0' en subissant une reflexion ou une rifrdction^ le temps emphySpdr 
la lumiere pour parcourir sa trajectoire est toujours un minimum oU un 
maximum J a moins qu^au point d* incidence la surface riflechissante ou ri- 
fringente rCait avec celle des surfaces aplandtiques relatives aux positions 
et 0' du point lumineux et du foyer qui passe en ce point un contact d'ordre 
pair. 

Le temps est un minimum lorsque, tout autour du point d' incidence, la 
surface riflichissante ou refringente est extirieure a la surface aplanetique, 
un maximuni lorsque, tout autour du point d' incidence, la surface rifle- 
chissante ou refringente est interieure a la surface aplanitique. 

On croit souvent que le temps employe par la lumiere pour se pro- 
pager d*un point a un autre en se reflechissant ou en se refractant est 
toujours un minimum. Le tbeoreme precedent montre qu'il n'en est 
rien, et indique le caractere auquel on pent reconnaitre si ce temps 
«st maximum ou minimum : de plus, il apprend a reconnaitre les cas 
exceptionnels dans lesquels ce temps n'est ni minimum ni maximum. 
II est a remarquer que ces cas exceptionnels ne peuvent jamais se pre- 
senter lorsque la surface refle^hissante ou refringente est convexe, c'esl- 
a-dire situee tout entiere du meme cote d'un quelconque des plans qui 
lui sont tangents. 

L*erreur que nous venons de signaler provient de ce qu'on ne con- 
sidere ordinairement que des surfaces r^flechissantes ou refringentes 
planes. Lorsque la surface reflechissante ou refringente est plane, elle 
se trouve tout autour du point d'incidence exterieure a la surface apla- 
netique a laquelle elle est tangente en ce point, et le temps est, en 
effett toujours un minimum. 

44. Nous n'avons considere jusqu'ici que le cas d'une reflexion ou 
d'une refraction unique; mais le theor^me XIX a une port^e plus 
etendue et permet de resoudre le probleme general qui consiste a 
determiner la trajectoire que doit suivre un rayon lumineux pour se pro- 
pager d'un point donnd a un autre point donne, en subissant un nombre 
quelconque de reflexions et de refractions sur des surfaces donnees et en 
traversant un nombre quelconque de milieux homogenes igalement don- 

32. 



Digitized by 



Google 



aSa AEGHERCHES d'optique g^omistrique. 

nds^ la nature du rayon dans chacune des parties de sa trajectoire itant 
d'cUUeurs assignee. 

Designons par a, 6, c les coordonaees du point de depart, par a', b\& 
eellesdu point d'arrivee. Soient 

/ ?.(?., >J.i ?.)=o, 

) 

^ ?«(5-, rim, ?«) = ©, 

les equations des surfaces reflechissantes ou refringentes que nous sup- 
poserons au nombre de n, ecrites dans Tordre oil la trajectoire ren- 
contre ces surfaces. Appelons R| la partie de la trajectoire comprise 
entre le poini de depart et la premiere de ces surfaces, Rj celle comprise 
entre la premiere et la seconde,..., R„+, celle comprise entre la der- 
niere surface et le point d'arrivee. 

Soient ?,,>?i,?i; 5a,i72» C2;---; Sn» >?/i> ?n les coordonnees des points 
oil la trajectoire rencontre la premiere, la seconde,..., la /i'*'"* surface : 
oe sont ces coordonnees qu'il s'agitde determiner. Soient encore 

/(^,r, z) = o, 
/i(^,7» ^) = o» 






les equations des surfaces d'onde caracteristiques des milieux oil se 
meuvent respectivement les rayons R|, Ra,...,R„, R„+,, surfaces d^crites 
de I'origine comme centre et correspondant a Tunite de temps, chacune 
de ces equations etant considcree comme ne representant que la nappe 
<le la surface d'onde caracteristique qui est de meme nature que la 
portion correspondante de la trajectoire. 

Appelons enfinTi le temps employe parlalumierepoursepropagerdu 
point a, 6, c au point §i, >7i, ?i; T, le temps employe pour se propager 
du point I,, Y3i» ?i siu point ^2» >72) ?2«'*-; T„^, le temps employe pour 
se propager du point 2„, >?„, ?« au point a', b\ d . 
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D'apres les equations (B), on aura 
(C) 



•^'1"t:^' "XT' "17")-''' 

•••• • •....,, 

' /a^-J. y-y?, C--CA ^ 

/»+. l-f 9 -?p > -nn j=0. 

\ AlM-l *»+! *»l-l-l / 



Si, entre chacune des equations (G) et Tequation correspondante du 
groupe (A), on elimine les variables ?<, ?2»--'> ?»+oqu'ontire des equa- 
tions resultantes les valeurs de T«, Ta,..., T„+<, et qu'enfin on ajoute 
ees valeurs deux a deux, on aura n equations de la forme 

/ T, -H.Ta = «f, (a, ft, c, g„ y)„ gj, »,), 

,|^. ' Ta -f- Ta = ^,(^1, yji, ^iy riu 5s> TQs)* 

( T,-f-T«+, = ^n(^., r)„-„ &,, y)„ d, b\ c'). 

D*aprfes le th^or^me XIX, on doit avoir, en considerant ^^ et i?, 
comme seuls variables dans la premiere de ees equations; §2 et vj, 
comme seuls variables dans la seconde,..., ^ et rjn comme seuls varia- 
bles dans la dernifere, 

rf(T, H-T,) = o, 
rf(T,H-T,)=o, 



et, par suite, 



<f(T. + l 


f 


dl=''' 




di. 


dS, 

^7— =0, 


9 

di, , 
dl^=^' 


> 

-1 — =0. 
dri^ 



Ces equations, au nombre de u/i, jointes aux n equations (A), deter- 
minent les 3/i coordonnees §1, yJm ?i ; §a» >72» ?2*-*- ; knf >7/t> ?«» et, par 
suite, la trajectoire chercbee. 
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En general, il y a une solution unique ou un nombre fini de solu- 
tions quand le probleme est possible, ce qui n'a pas toujours lieu, 
comme il est facile de s'en assurer. Mais il peut arriver qu'il y ait un 
nombre infini de solutions correspondant k une courbe sur chacune des 
surfaces reflechissantes ou r^fringentes : le point d'arrivee est alors un 
foyer partiel pour un certain groupe de rayons formant une surface 
continue. Enfin, dans des cas trbs^particuliers, il peut se faire que les 
valeurs des inconnues soient compl^tement indeterminees, ce qui 
indique que tons les rayons emanant du point de depart apres re- 
flexion et refraction sur les surfaces donnees vont concourir au point 
d'arrivee, ou, en d'autres termes, que les surfaces reflechissantes et 
refringentes constituent un systeme aplanetique par rapport aux deux 
points donnes. 

45. Remarquons encore que, lorsque la lumiere peut se propager d'un 
point a un autre, en subissant un nombre quelconque de reflexions 
et de refractions sur des surfaces donnees, par plusieurs trajectoires en 
nombre fini ^ les temps employes a parcourir ces trajectoires ne sont pas 
ndcessairement egaux. Mais, lorsque la lumiere peut suivre une infinite 
de trajectoires pour aller du point de depart au point d'arrivee, qui est 
alors un foyer total ou un foyer partiel, 1es temps que met la lumifere k 
parcourir ces trajectoires sont necessairement egaux (34 et 35). En 
d'autres termes, deux trajectoires partant du meme point pour aboutir 
au meme point ne sont necessairement parcourues en des temps egaux 
que s'il existe une suite continue de trajectoires egalement parcourues 
par la lumifere et dont ces deux trajectoires f assent partie. 
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MOUVEMENTS GENEMUX DE UATMOSPHERE, 



Par M. SONREL, 

DOCTBUR kS SCIENCES. 



UISTORIQUE. 

La Metereologie est tres-ancienne , mais sa constitutioQ comme 
science distincteestd'origine toute recente. Halley le premier expliqua 
les calmes equaioriaux. Le soleil echauffant la terre a Tequ^teur plus 
qu'en tout autre point, Tair doit etre appel^ des deux hemispheres 
vers la zone equatoriale» d'oii il s'eleve par sa legferete dans les hautes 
regions de Tatmosphere. Cette origine des alizes est encore admise par 
la plupart des meteorologistes actuels. Halley et quelque savants du 
xviii^ siecle firent faire de notables progres aux diverses parties de la 
Physique qui touchaient la Meteorologie. 

La notion du transport general de Fair, et avec lui des accidents me- 
teorologiques, avait deja pris assez de consistance pour que Lavoisier 
s*unit a Borda afin d'organiser a la surface de la France un reseau d'ob- 
servateurs charges de suivre la marche progressive des orages et des 
tempetes sur notre pays. 

La tourmente revolutipnnaire detourna les esprits de ces etudes. 
Mais, pendant notre sifecle, la navigation et le commerce maritime 
prenant chaque jour plus d'extension, on commen^a a se preoccuper 
de la dur^e des travers^es et des moyens de la diminuer. 

Un savant marin des Etats-Unis, devenu depuis directeur de TObser- 
vatoire naval de Washington, Maury, pensa que Tetude des vents sur 

AnnaUi scientifiques de I'tcole Normale superieure. Tome IV. 33 
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les divers points de TOcean permettrait de tracer sur les cartes marines 
les routes offrant le plus de chances favorables k une navigation rapide 
et d'abreger ainsi la duree des travers6es. Maury etait du reste con- 
vaincu qu'une harmonie parfaite rfegle tous les pbenomenes naturels, et 
que des lois simples president aux effets les plus complexes. 

< Le but des recherches roeteorologiques [Sailing directions, traduc- 
tion de M. Ch. Ploix), dit-il» n'est pas seulement d'expliquer U produc- 
tion des pbenomenes atmospberiques, maisde les prevoir et, par conse- 
quent, de determiner les lois generates des mouvements de Tatmospb^re 
et des variations qui surviennent dans ses principaux caracteres. Comme 
tous les pb^nom^nes naturels, ceux-ci ne se produisent ^videmment 
qu'en vertu de lois immuables, et toujours de la meme manibre dans 
les m^mescirconstances. Ces circonistances sont-ellesasseznombreuses, 
assez variables dans leur intensite et leur combinaison pour qu'il soit 
impossible de decouvrir, dans U marche des ev^nements qui en depen- 
dent, aucune r^gularite? Nous ne le pensons pas. > 

Arme de cette conviction, Maury se roit k depouiller tous les jour- 
naux de bord qu'il put recueillir pour la travers6e d'Europe en Aus- 
tralie, et il demontra qu'il y avait tout int^rSt k faire le voyage d'aller 
en doublant le cap de Bonne-Esp^rance, tandis qu*on devait revenir par 
le cap Horn. Ce resultat aussi nouveau quMnattendu devait frapper les 
marins qui frequentaient ces parages: quelques-uns essayferent de 
suivrela nouvelle route ouverte, et la duree de leur travers^e fut dimi- 
nu^e presque de moiti^. 

Les avantages immenses qui devaient resulter, pour le commerce, 
d'^tudes s*annonQant par uti premier resultat si important engagferent 
les puissances maritimes de TEurope ^ se reunir dans une conference 
internationale provoqnee par Maury, et ou Ton devait decider de la 
meilleure direction k donner aux observations k la mer en m6me temps 
qu'on les rendrait autant que possible uniformes, de manibre a les faire 
concourir k un m^me but. Cette conference fut tenue k Bruxelles en 
i852. Elle eut pour resultat imm^diat la creation (*) en Angleterre, en 



( * ) A la 9ui(e de la confi6rQQce de Bruxelles, nn Rapport 9ur les travaux oxteut^ fut sou- 
mis au gouvernemeot anglais, qui vota une somme annuelle de Soooo francs, k laquelle TA- 
rairaut^ ajeuta »5ooo francs pour la formation d'un Bureau sp^ial annex6 au Moard oftmtie; 
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Hollande, en Prusse, en Russia et en Autriche, des observatoires me- 
teorologiques centraux destines ^ centraliser les observations faites, soit 
sur la mer* soit sur les continents. Pen d'annees aprfes, Maury publiait 
ses instructions nautiques et une theorie de mouvements generaux de 
Tair et des mers sur tout le globe. 

La cause de cette circulation est, suivanl Maury , Tinegale distribu- 
tion de la chaleur solaire aux diflerents points du globe. Tout echaufTe- 
ment d'un lieu y produit un courant ascendant de Tair qui afQue des 
parties voisines pour remplir le vide; tout refroidissement produit TefTet 
inverse. Le nombre des courants doit done etre et est illimite, puisque 
toute cause, si minioie qu'elle soit, telle que la presence d'un nuage 
sur Thorizon, donne naissance k des courants locaux. Mais un fait 
general domine les autres : T^uateur est la zone la plus fortement 
echaufTee par le soleil ; il est aussi le siege d'un courant ascendant 
d'air. Parvenu a une grande hauteur dans Tatmosphere, cet air se de- 
verse vers les pdles en deux nappes destinies a remplacer le gaz qui, 
a la surface de la terre, afSue de part et d autre vers Tequateur. A une 
eerlaine distance le courant sup^rieur, s'abaissant graduellement vers 
la terre^ finit par la rencontrer ; la ligne suivant laquelle il y descend 
est dans le voisinage des tropiques ; c'est la ligne des calmes du tro- 
pique» ou brises variables, aiosi expliquees par Maury. Au dela de ces 
regions, le courant superieur abaisse a la surface continue sa route 
vers le pole, d'ou il revient en luttant souvent contre Tair parti de 
I'equateur, ou bien d'autres fois k Tetat de courant superieur (au inoins 
sur les oceans). Tel est le systeme general de la circulation atmosphe- 



ce Bureau, toul ^ fait dislinct, re^ut le nom de Vinds and Currents bureau. La direction en 
fut confix 2i ramiral Pitz-Roy. A ea VM>ri^ en i865, M. Babinglon lui succ^a. 

En 1 854 fvt fond^ ea HoUande llnsUtut ro^t^rologique d'Utrecbt, sous la direction de 
M. Buys-Ballot. Cet ^tablisaentent s est rendu c^l^bre par de nombreux travaux, qui y furent 
ex^cut^ par MM. Janssen, Yangough et Andrau. 

M. Dove fut charg6, en Prusse, de dinger on ^tabliaseinent duro^me genre. 

L'Aotridie ooofiaa M. Jelineek la Centrai-jinstali fiir die Meteorohgie, fonde aussi pour 
^tadier surtout It cJimc^t de Tfiurope cenlrale. 

Enftn M. Kupffer, mort il y a peu de temps , fut )e premier directeur d'un Observalorre 
physique central fond^ h P^tersbourg et ayant un grand nombre de succnr^ales impertantes 
dans la Russie d*Europe et la Sibdrie. M. Kaentz, si eowia par ses tmvanx de BWMorologif , 
et ancien directeur de TObservatoire physique de Dorpat, lui a succ^d^. 

33. 
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rique expos^ par Maury; le foyer de cette immense machine est Tequa- 
teur et I'agent actif est la cbaleur solaire. 

II montre les mers soumises a la mime influence de temperature et 
circulant a pen pr^s parallfelement ^ Tair, autant du moins que le per- 
met la forme des continents. 

Maury fait voir aussi comment les alizes ne peuvent pas etre diriges 
du N. au S., mais s'inclinent vera TO.; pourquoi les courants de 
retour, au lieu d'aller du S. au N. , s'inclinent de plus en plus vers 
TE. a mesure qu'ils s'approchent des poles. Son explication, basee sur 
le mouvement de rotation du sphero'ide terrestre autour de son axe, 
apprend pourquoi, au N. des calmes equatoriaux, on observe les 
alizis deN.-E., et au S., ceux de S.-E.; puis les calmes des tropiques; 
enfin en dehors des tropiques des vents des regions 0. 

Les moussons de la mer des Indes, du voisinage de la c6te d'Afrique 
et de celle du Perou sont des consequences de Tinegal echauflement de 
la mer et de la terre aux differentes epoques de Tannee. 

M. Dove, directeur de TObservatoire physique central de Prusse, 
poursuivant dans leiirs consequences les idees de Maury, chercba k en 
deduire une loi de rotation des vents. Pour lui» il n'y a en realite que 
deux vents : les vents du N. et ceux du S.; ce sont les correspondants 
des courants polaires et equatoriaux ; les autres vents ne sont que des 
modifications de ces deux directions principales. A mesure qu'une^ mo- 
lecule d'air se dirigeant du p6le vers Tequateur s^avance vers le S. , 
elie parait de plus en plus venir de TE. ; un vent d'E. pent done etre 
le risultat d'un d^placement de Tair du N. vers le S., dans le cas 
oil Torigine du mouvement est tres-eloignee ; Test-elle moins, le vent 
sera du N.-E. Un courant equatorial s'incline de plus en plus vers TE. 
k mesure qu'il s'approcbe du p61e ; la direction du vent auquel il donne 
naissance varie done du S. au S.-O, et k TO. lorsque Torigine du mou- 
vement est de plus en plus ^loignee. Lii combinaison de ces courants 
donne lieu aux autres vents. Or, de quelque manifere qu'ils se succ^- 
dent, le vent tourne dans le sens direct, c'est-k-dire dans le meme sens 
que les aiguilles d'une montre. Cette loi rcQUt le nom de loi de giration 
[Drehungs-Gesetz). L'auteur montre comment il faut la modifier pour 
un point situe dans rhimisph^ro austral, oil la girouette doit tourner 
dans le sens inverse. 
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La loi de Dove, exigeant radmisston de la lutte constante entre les 
courants polaires et les courants equatoriaux k notre latitude pour 
expliquer la variabilite des vents, ue pouvait satisfaire completement 
aux faits, et en tout cas elle n'indiquail pas la maniere dont s'operait 
la succession des courants. 

La tbeorie de Maury a donne lieu a de graves objections, particulie- 
rement en ce qui touche Teutre-croisement des alizes et des contre- 
alizes dans les zones equatoriales et tropicales. Ges objections sont tres- 
fondees; maisM. Bourgois, d'une part, et, de Tautre, M. Marie-Davy, 
ont montre que la tbeorie de Maury peut etre degagee des erreurs 
qu'elle renferroe et rester vraie dans ses bases essentielles. La tbeorie 
de Maury sur le transport general de Tatmospb^re dans la zone tero- 
peree et dans la zone arctique etait d^jk verifiee par la progression 
connue de certains pbenom^nes, tels que les cyclones et les coups de 
vent. 

M. Quetelet, directeur de TObservatoire de Bruxelles, entreprit, par 
une methode nouvelle, T^tude de ce mouvement pour I'Europe et le 
continent asiatique. II remarqua que la pression barometrique ne pas- 
sait pas par son maximum en meme temps en tons les points d'une 
vaste region, mais que tousceux oil le maximum se produisaitau mSme 
instant se trouvaient sur des lignes continues se depla^ant reguliere- 
ment dans une direction determinee. La meme cbose ayant lieu pour 
le minimum barometrique, on peut tracer a la surface de la terre les 
lignes de maxima barometriques simultan^es et de meme les lignes de 
minima. L*espace compris entre deux lignes de maxima successives est 
ce que Tauteur appelle une onde atmospberique. Dans un memoire 
publie en 1857, il donne les resultats de son 6tude et Tappuie sur plu- 
sieurs cartes. 

c i^ L'atmosphere est generalement travers^e par plusieurs systfemes 
d'ondes diff(6rents. Ces ondes interfferent et produisent pour cbaque 
lieu de la terre un ^tat special de pression. 

> Q? Au milieu de tons les mouvements particuliers, il se prononce 
un systfeme d'ondes qui semble rester k pen pr^s cpnstant pour cbaque 
climat. 

> 3® Les ondes almospberiques, tant en Europe qu'en Asie, se pro- 
pagent du N. au S., sans avoir toutefois la m^me vitesse; elles mar- 
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chent plus rapidement dans le systfeme asiatique et dans le systfcme de 
I'Europe centrale qu'en Russie ou dans les montagnes de FOural. 

> 4"" L^s ondes atmospberiques semblent se propager avec moins 
d'obstacles k la surface des mers qu*a I'interieur des terres. En general 
les asperites du globe, et particulibrement les chaines de montagnes, 
diminuent leur vitesse et modifient aussi leur intensite. 

• 5"" L'inegalite de vitesse sur le continent, d'une part, el dans le 
voisinage de la mer, d'autre part, explique les inflexions qu'eprouve 
dans toute son etendue la ligne qui figure la marche generate de Tonde 
dans noire hemispb^re. Cette ligne se replie de maniere k etre poussee 
en a van! dans le sens de la plus grande vitesse ; ainsi, Tonde penetre 
presque en meme temps sur le continent europeen par les differenles 
cotes de Ig mer duNord, de TOcean et de la Mediterranee ; d'une autre 
pari elle vient aboutir presque en meme temps le long de la chaine de 
rOural et des Alpes Tyroliennes. 

> 6^ La vitesse avec laquelle les ondes baromelriques se propagent 
est tres-variable ; elle pent etre estim^e moyenuement de 6 a lo lieues 
de France par heure ; elle est un pen plus grande dans I'Europe centrale 
et moindre en Russie. Au reste, cette vitesse varie d*un onde a Tautre; 
elle varie meme pour les difTerentes parties d'une meme onde. Comme 
nous I'avons deja fait remarquer, elle est plus grande vers les cdtes et 
dans tons les endroits oil la propagation du mouvement parait plus 
libre. Au conlraire, dans le voisinage des montagnes et des plateaux, 
cette vitesse diminue notablement; dans TOural, elle se reduit parfois 
a moins de 2 lieues par heure. 

» 7^ Les directions des vents n'ont pas de rapports apparents avec 
les directions des ondes baromelriques. Ce fait important semble favo- 
rabie a Thypolbese de courants compensateurs marchant dans le has de 
Tatmosphbre et dans des directions opposees k celles des courants qui 
vont des p6l6s vers T^quateur. Remarquons, du reste, que Tair peut 
aussi se condenser par des pressions laterales sans qu'il y ait des 
affluents d'air nouveau, et par suite des vents sensibles dans la direc- 
tion de ces pressions. Au conlraire, les vents dominants peuvent fort 
bien subsister sans alteration pendant que les masses d'air qu'ils depla- 
cent cbangent sensiblement de density ! 

> II doit en etre de certaines ondes barometriques comme des ondes 
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sonores* qui se transmettent dans toutes les directions malgre I'ob- 
slacle des vents, lesquels peuvent, k la verite, en modifier Tintensit^ et 
la vitesse. » 

L'etude faite a i'Observatoire, en i854, sur la grande tempdte» dite de 
Balaklava, a 6te entreprise en partant des mdmes id^es. 

M. Qu^telet avait ainsi trouve les courants de retour de Tair des 
p6les vers Tequateur ; les irregularit^s qu'il remarque tiennent k ce 
qu'il neglige completement une condition tres-importante, la densite 
plus ou moins grande de Tair en tons les points d'une m^me ligne 
maxima ou minima, et k ce qu'il ne voit pas les relations possibles 
entre la direction du vent et celle du couranf g^n^ral. Nous verrons 
plus loin comment on pent aujourd'hui interpreter ses r^sultafs avec 
la pins grande simplicity. 

La M^t^orologie 6tant ainsi lancee dans sa veritable voie par les tra- 
vaux des modernes, on chercha k Tappliquer k la provision des tem* 
pites. De semblables essais avaient^te faits depuis longtemps; on avait 
meme fond^ sur le retour plus ou moins r^gulier des pb^nomfenes 
observe en un lieu des predictions du temps faites de longues annees 
^ d'avance. Aucun principe certain n'ayant preside k ces travaux, destines 
le plus souvent k sp6culer sur la curiosity publique, aucun r^sultat 
s^rieux n'en ^tait sorti. 

A la fin du sifecle dernier, le transport des mit^ores, tels que les 
orages, les ouragans, etc., d'un lieu dans un autre, avait ete reconnu 
ou du moins devin^ suffisamment pour qu'on crdt pouvoir se servir du 
tdl^grapbe k signaux, nouvellement imaging, pour annoncer Tarriv^e 
des mauvais temps. Lavoisier avait d^jk ^tabli sur la France un grand 
nombre d'observatoires meteorologiques munis des instruments n^ces- 
saires k Tobservation des accidents atmosph^riques. Malheureusement 
la mort arrdta ses Iravaux. 

Cette idee, reprise par Piddington et par les Americains, fut remise k 
i'ordre dn }0ur en France par M. le directeur de TObservatoire ; mais 
c'est en Angleterre qu'elle entra pour la premiere fois dans la pratique. 
En 1861 I'amiral Filz-Roy entreprit de signaler les coups de vent un 
jour on deux k I'avance. Son idee m^re ^tait que le courant ^uatorial, 
dans Icquel nous sommes pendant la plus grande partie de Tannic, 
eprouve des resistances variables de la part des courants polaires Inttant 
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contre lui. La rencontre des deux courants de sens inverse engendre des 
tourbillons ou remous plus ou moins rapides suivant la vitesse et Tin- 
tensile des courants. 

L'air arrivant de Tocean Atlantique sur les Iles-Britanniques ou une 
terre quelconque entrecoupee de chaines de montagnes, des remous 
prennent naissance sous rinfluence de ces obstacles, et il en r^sulte des 
tourbillons locaux, dont M. Fitz-Roy figure Tetendue et Torigine sur 
Tune des cartes de son Weather^Book. 

Plusieurs causes amenent des coups de vent ; ce sont des refroidisse- 
nients ou des echauffements subits en certains points. 

Enfin il etait connu depuis plusieurs annees deja que les tempdtes des 
tropiques, tornados, trombes, cyclones, harmattan, etc., ont un carac- 
tere commun de tourbillons parcourant souvent de grands espaces 
avant de perdre leur violence. Reid, Redfield et Piddington avaientdeja 
suivi plusieurs de ces meteores a la surface de Tocean Atlantique et de 
I'ocean Pacifique ; ils avaient trace sur des cartes les trajectoi^es des 
centres des tourbillons et la zone de plus en plus large sur laquelle ils 
exercaient leur action. On savait que, sur TAtlantique, on les voit 
d'abord pres de la zone des calmes, dont ils s*eloignent lentement en se 
dirigeant vers TO. pour suivre une trajectoire parabolique ayant son 
sommet pres du golfe du Mexique. Quand ils parviennent dans la re- 
gion des courants de retour, ils sont entraines vers le N.-E. , leur 
trajectoire s'incline de plus en plus vers I'E., et on les suit plus ou 
moins loin suivant Tintensite du mouvement initial et les circonstances 
atmospheriques plus ou moins favorables a Tentretien du mouvement 
rotaloire. Plusieurs de ces meteores ont pu etre suivis a travers i'Eu- 
rope jusqu'a la Russie et la mer Caspienne. 

La theorie des tourbillons a occupe un grand nombrc de meteorolo- 
gistes; presque tons ont apporte leur pierre a cet important travail. 
Redfield avait deja explique pourquoi le barometre alleint sa hauteur 
minima en un point central ; il attribuait cette depression a la force 
centrifuge, qui, dans les mouvements rotatoires, se developpe d*autant 
plus que le mouvement est plus rapide. Le lieutenant-colonel W. Reid, 
dans un ouvrage intitule : The progress of the Um^ of the storms^ etc. 
(i vol..in-8 public k Londres en 1849), appuie par denombreux exem- 
pies la theorie de Redfield. 
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M. Keller, dans un ouvrage sur la theorie des tempStes tournantes, 
explique leur formation de la maniere suivante : 

< Les ouragans prennenl naissance k la rencontre des moussons oppo* 
sees dirigees vers le maximum thermal. Les vents variables qu'on 
observe au maximum thermal resultentdumouvementgiratoire inverse 
imprime par les couranls N. et S. aspires par le mouvement ascendant 
de Tair. Le lieu d*ascension de Tair se deplace avec la declinaison du 
soleil. Quand le deplacements'opere sans entraves, le mouvement gira- 
toire imprime a Fair de la region des calmes est represente par des 
vents variables de faible intensite; mais si, par suite de Tinegale dis- 
tribution des terres et des mers, ou par d'autres causes, le point d'appel 
des moussons opposees persiste dans une certaine position au dela du 
temps assign^ par le deplacement du soleil, plus cette persistance sera 
longue, plus le changement de position sera brusque et considerable 
quand les forces regulieres Temporteront sur les forces perturbatrices ; 
et, la detente des forces r^gulieres n'ayant pu s'operer progressivemenl 
par le mouvement giratoire de faible intensite des vents variables, 
cette detente s'operera brusquement, la masse d*air retardeese preci- 
pitera avec impetuosite vers son nouveau point d'appel, et le couple 
resultant de la deviation des moussons opposees fera tourbillonner avec 
furie la masse d'air intermediaire. 

> Au N. de Tequateur, ehaque tranche atmosphevique sera done 
mise en mouvement par un couple de deux forces, dont Tune, au S., 
est dirigee vers le N.-E.; Tautre, au N., est dirigee vers le S.-O. II en 
resulte un mouvement de rotation dans le sens inverse du mouvement 
des aiguilles d'une montre ; ce sera Tinverse dans Th^misphfere S. > 

Le meme auteur attribue le mouvement de translation a ce que le 
tourbillon est entraine par les courants generaux. La resultante de la 
poufis^e exercee sur lui par les alizes de S.-E. et par ceux de N.-E. Ten- 
trainerait vers TO. jusqu'a la limite septentrionale des alizes de N.-E.; 
au dela de cette region les courants tie S.-O. le poussent vers nos 
parages. 

Le circuit complet du vent autour d'un centre qui se deplace est 
facile a constater dans les regions equatoriales quand les observations 
sont assez nombreuses. Le mouvement de translation du m^teore est 
faible comparativement k son mouvement de rotation. Dans nosclimats 

Annates sdentifiqves de ftcoU Normale supdrieure. Tome IV. 34 
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il n'en est pas toujours ainsi. M. Andrau, de la marine hollandaise, a 
reconnu, en effet, en suivant les tourbillons de I'Atlantique N. de- 
puis leur formation, que, lorsqu'ils depassent les regions tropicales, 
leur caractere rotatoire devient de plus en plus difficile ^ reconnaitre. 
On voit plus longtemps se conserver la partie qui regarde Tequateur, 
et elle se reslreint successivement aux portions les plus m^ridionales, 
jusqu*^ la disparition complete doTouragan. II a donne dans un me- 
moire {De Wet der Stormen^ etc.), publie en 1862, une explication in- 
genicuse de ce fait curieux. Le tourbillon peut 6tre considere eomme 
un disque anime d'un mouvement de rotation autour d'un axe a peu 
pres vertical a son origine. La rapidite du n^ouvemeot de rotation roain- 
tient Taxe parallele a lui-meme, en sorte qii'il s'incline par rapport a la 
surface de la terre a mesure qu'il s'eloigiie dela zone torride. Si done 
le cyclone s'est forme a I'equateur, son axe sera, dans tout son par- 
cours, a peu pres perpendiculaire a Taxe de la terre. II ea resulte que 
la partie septentrionale du disque s'eleve au-dessus de la surface de la 
terre, oil, par suite, son action est insensible ; la partie m^ridionale 
seule rencontre la terre ety donne de grands vents. M. Andrau conclut 
de la que les violentes tempetes de nos climats proviennent de cyclones 
dont une partie n'exerce son action que dans les hautes regions de 
Tatmospbere. II explique a I'aide de la m6me tbeorie la rarete des vents 
forts d'E. et la rotation du vent dc S.-O. h N.-O. pendant la plupart de 
nos tempetes. 

L'extension considerable que continuait a prendre I'etude des oceans, 
grace surtout aux travaux des Americains et des Hollandais, et I'etude 
des continents par le savant prussien Dove, montrerent qu'en dehors 
des zones tropicales et equatoriales on trouvait des parages frequentes 
(le preference par les tempetes, et que generalement elles y ^taient 
accompagnees de variations considerables du barometre. Le cap Horn, 
le cap de Bonne-Esperance ou cap des Tempetes, les parages occiden- 
taux de Tocean AtlantiqueN. sont sous ce point de vue connus depuis 
longtemps des marins. M. Andrau a discute tons les documents qu'il a 
pu recueillir relativement aux tempetes du cap de Bonne-Esperance, et 
il a dresse des cartes permettant de suivre ces meteores. II a etudi^ 
leurs caract^res et leur mouvement de translation de I'O. vers TE. 
II les ramfene h deux types principaux. Tantot ils se pr^senteraient en 
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forme ovale allongee avec une pointe vers i'E., tan tot ils seraient a 
peu pres circulaires, mais pr^sentant loujours une pointe vers I'E., 
c'est-a-dire du cote vers iequel s'opere la translation. La zone tempe- 
tueuse est parfaitement liaiitee ; e'est a son centre que le vent est lo 
plus violent, et il diminue de force a mesure qu'on s*eIoigne de ce 
point. 

Dans plusieurs tempetes, la diminution etait assez rapide pour que, 
leur centre passant prfes de la cote, cette derniere ne ressentit que des 
brises peu intenses. Ce ne sont pas, dit Tauteur, des ouragansrotatoires 
comme ceux de I'ocean Indien ou des Antilles; le vent s'^loignant, dans 
la partie posterieure du meteore, d'une ligne mediane, converge de 
nouveau vers cette ligne a la partie anterieure. La ligne mediane, qui 
est aussi la trajectoire du centre de la tempete, est appelee par les 
Hollandais Taxe de la tempete. 

La trajectoire du centre occupe des positions differentes; son 6loi- 
gnenient de la cote d'Afrique est probablement en relation avec les sai- 
sons, mais elle est toujours contenue entre certaines limites; les carac- 
t^res de la tempete restent les memos et sa vitesse de translation reste 
a peu pres constante. 

M. Andrau voit la cause de ces phenomenes dans le conflit de deux 
courants d'air superposes ; celui de N.-0-, qui vienl de Tequateur dans 
les regions superieures de I'atmosph^re, rencontre en s'abaissant sur la 
terre Talize de S.-E. II resulterait de leur lutte un tourbillon k axe 
presque horizontal, ce qui ^tablirait une difference entre les tempetes 
du cap et les cyclones. 

Un marin fran^ais, M. Bridet, qui a soigneusement etudie la meteo- 
rologie de ces regions (*), voit dans les ouragans du cap la continua- 
tion des tempetes de Toc^an Indien entrainees par les courants atmo- 
spheriques gen^raux jusqu'a cette latitude. 

L'examen rapide des travaux executes sur les tempetes montre done 
qu*on en reconnaissait de deux sortes : i^ celles qu'on designe plus 
vulgairement sous le nom de coups de vent ou de tempites : leur carac- 
tere est d'etre accompagnees d'un mouvement de Tair dans une direc- 
tion a peu prfes constante; 2° celles qu'on designe sous le nom de 

(*) Tempetes de Vocean Indien. 

34. 
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tourhUlonSy et dans lesquelles Tair tourne autour d'un axe vertical 
ou d'uD axe incline meme jusqu'a etre presque parallfele ^ la surface 
terrestre. 

Les tempetes tournantes s'observent surtout dans I'oc^an Atlan- 
tique N., Tocean Indien et les mers de la Chine; quelques^uns de ces 
meteores sont entraines jusque dans les regions temperees; leur vitesse 
de translation augmente alors en meme temps que leur vitesse de rota- 
tion diminue. 

Mais, en general, les coups de vent des zones exterieures aux tropi- 
ques sont dus k d'autres causes qu'^ une rotation. Les tempetes, beau- 
coup plus frequentes que dans les zones tropicales, paraissent prendre 
naissance dans les regions ou les courants oceaniques de temperatures 
tres-dificrentes se rencontrent, comme cela arrive au cap Horn, au cap 
de Bonne-Esperance et le long du Gulf-Stream, courant chaud de TAt- 
lantique N. 

Rien de general n'existe done relativement a la theorie des tempetes. 
Dans un livre public en i863 par M. Charles Ploix, ing^nieur-hydro- 
graphe de la marine (*), et oil Tauteur donne le r^sum^ des travaux 
les plus recents relativement a cette question, nous Irouvons : c Dans 
les zones temperees, designees quelquefois sous le nom de zones des 
vents variables, les tempetes sont gen^ralement de simples coups de 
vent, c'est-a-dire que la brise soufQe a pen pres de la mSme direction. 

> Dans les zones tropicales, les coups de ventsoufQent presque tou- 
jours de la partie de TO.; cependant, dans FAtlantique N., od la 
circulation atmospherique est moins regulifere k cause des grandes 
surfaces continentales, on observe un certain nombre de coups de 
vent d'E. 

9 Ces coups de vent des regions temp^r^es sont le r^sultat de la lutte 
des courants polaires et des courants equatoriaux. Un baromfetre tres- 
haut ou tr^s-bas, relativement a sa moyenne hauteur dans le lieu oil 
Ton se trouve, est generalement Tindice pr^curseur d'une perturbation 



(*) f^ents et courants. Routes g^n^rates. Extrait des Sailing directions de Maury et des 
iravaux les plus recents, par M. Charles Pioix, ing^nieur-bydrograpbe de la marine, public 
sous le roinist^re de S. Exc. le comte de Ghasseloup-Laubat, S^nateur, Ministre secretaire 
d'£tat de la Marine et des Colonies. ( f^oir p. 88 et 89.) 
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atmospherique. La baisse du barometre indique que Tair a He en- 
traine vers les regions sup^rieures ou de tout autre cote, de maniere 
qu'il s'est produit uu vide relatif. Lorsque les masses d'air des zones 
voisines afQueront pour remplir ce vide, elles afflueront avec d'autant 
plus de force que la difference de pression sera plus grande. La hausse 
du barometre peut iodiquer qUe des eourants d'air opposes viennent se 
heurter Tun contre Tautre, accumulant au meme point des masses d'air 
considerables ; il arrivera un moment ou Tun des deux eourants se de- 
tournera pour laisser a Tautre le champ libre; celui-ci sevira avec 
d'autant plus de violence qu'il aura ete retarde plus longtemps. 

> Dans les regions dont nous parlous, on peuf dire que tobs les coups 
de vent, d'une maniere generate, sont precedes ou accompagnes d'in- 
dications barom^triques extraordinaires. Et cela est vrai de I'hemi* 
sphere S comme de Themisphfere N. Cependant un certain nombre 
de marins afQrment que dans quelques parages, au cap Horn, par 
exemple, le baromfetre ne peut servir a prevoir le temps, et qu'il ne 
faut compter en aucune fatjon sur ses indicatH>ns. D'autres, aucontraire, 
croient avoir remarque que 1^, comme dans les autres zones, les mou- 
vements barometriques annoncent les mSmes phenomfenes. i 

C'est alors que fut cree (e service meteorologique international dont 
le centre est a I'Observatoire de Paris. La construction des cartes synop^- 
tiques de I'etat atmospherique de I'Europe, pour tons, les jours de 
I'annee, a 8 heures du matin, permit a M. Mari^-Davy, charge par 
M. le Directeur de I'Observatoire imperial d'organiser la partie scienti- 
fique de ce service, de d^couvrir une loi generale de toutes les bour- 
rasques. II vit que, dans les zones temp^ees comme pr^s de Tequateur, 
elles ont toujours le meme caractfere de tempetes rotatoires ; que tou- 
jours une depression barom^trique ayant un minimum central coexiste 
avec le met^ore ; que la translation des centres se fait sur notre conti- 
nent avec une vitesse uniforme et suivant des routes k peu pres con- 
stantes, variables seulement avec les saisons. Le mdme savant a reconnu 
que presque toujours les tempetes ou bourrasques arrivent toutes for- 
mees sur nos cotes, et qu'elles les abordent, suivant les cas, k des lati- 
tudes differentes. 

Des relations simples entre le passage des bourrasques dans notre voi- 
sinage, la hauteur du barometre, la direction et la force du vent, P^tat 
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du ciel et celui de la mer sur les cotes, ressortirent de ces Etudes. II 
devenait alors tres-interessant d'etendre a la surface de tout TAtlan- 
tique N. le reseau met^orologique etabli sur TEurope. Un service 
special fut cr^e a TObseryatoire de Paris pour etudier les bourrasques 
a la surface de TOcean. Le concours empresse de la marioe fran^aise 
et de plusieurs marines etrangeres permettra de mener k boune fin 
cette vaste entreprise. Les cartes synoptiques journalieres pour une 
partie de Tannee 1864 out dej^ pu etre prolongees k TO. jusqu'au 
Mexique, au N. jusqu'au cap Nord-Kyn, et au S. jusqu'k I'equateur. 

Leur etude verifia les vues de M. Marie-Davy; les bourrasques euro- 
peennesse rattachent toutesa des mouvements tournaDts» et Ton peut 
les suivre toutes comme h la piste en examinant la serie des cartes 
dressees sous sa direction a TObservatoire imperial. Suivant les epo- 
ques ie Tannee , elles se forment sur le bord septentrional du Gulf- 
Stream en des points variables de rOc^an, et elles sont entrainees 
vers le N., puis vers I'E. Toutes cependant ne prennent pas naissance 
dans ces parages. A certaines epoques, et particulierement dans la 
saison chaude, on en voit naitre un peu au N. de la ligne des calmes 
du tropique N. et dans les parages des Azores pres de la region oil 
Talize du N.-E. remonte le plus haut vers le N. et atteint sa plus 
grande intensite. 

II ne se passe pas de jour sans qu'un mouvemenl tournant et souvent 
meme plusieurs voyagent sur Timmense region soumise k ce nouveau 
genre d'etudes; generalement ils traversent TEurope simultanement 
a diverses latitudes; les premiers, par exemple, visitant les cotes 
septeutrionales de la Norwege et la Laponie, se dirigent vers TOural, 
pendant que les seconds passeront sur la France, TAutriche et la vallee 
du Danube, ou, cotoyant le Portugal et le S. de TEspagne, exercent 
leur action sur les cdtes d'Afrique. 

Entre ces trajectoires des mouvements tournants, remarquables par 
le mauvais temps, la force et la variation du vent, les fortes oscilla- 
tions du baroinetre, on voit des zones oil Tair resle calme, ou agite 
seulement par de faibles brises, et oil le beau temps regne presque sans 
interruption. 

Les trajectoires des bourrasques s'abaissent-elles un peu vers le S. 
ou remontent-elles vers le N., les regions expos^es pr^cedemment aux 
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mauvais temps rentrent dans le calme, et les autres prennent leur 
place. Ce fait simple, mais d'une importance capitale a cause de ses 
consequences, a permis d'assigner une cause generale aux variations 
brusques de nos climats, bien que les courants generaux y aient tou- 
jours la direction indiquee par Maury; elles peuvent etre en effet le 
resultat de variations faibles en latitude des trajectoires des mouve* 
ments tournants. 

Ces derniers, flotteurs entraines par les mouvements g^n^raux, nous 
eclairent sur leur vraie direction. lis ont montr6 ^ M. Mari6-Davy 
qu'une circulation double existe a la surface de la terre; une premiere, 
verticale dans la zone chaude, consisle dans I'appel vers Tequateur de 
Fair des regions voisines, et dans son d^versement vers les p6les par 
les regions sup6rieures de Tatmosphfere ; au dela d'une certaine lati- 
tude, ces courants superieurs rencontrent la surface de la terre ; ils 
circulent borizontalement k Tetat de courants equatoriaux dans cer- 
taines regions, et, inclinantde plus en plus vers TE., forment en d'au- 
tres pays des courants de retour ou polaires. Les deplacements de 
Tequateur tbermique et les differences d'echauffement des continents 
et des mers aux diverses epoques de I'annee expliquent les variations 
observees dans cette double circulation. Enfin, M. Mari^-Davy assigne 
aux bourrasques une cause unique, une condensation brusque produite 
dans un courant humide et chaud par sa rencontre avec un courant 
plus froid ou son passage sur des regions refroidies. Le mouvement de 
rotation de la terre donne naissance, comme on le conQoit ais^ment, a 
une difference de grandeur dans les vitesses de deux masses d'air ve- 
nant du N. et du S. pour remplir le vide, et un mouvement tournant 
analogue aux tourbillons de nos rivieres est la consequence de ces deux 
faits. II est ensuite entrain^ par le courant general, et la combinaison 
des deux vitesses de translation et de rotation explique la presence des 
vents forts d'un seul c6te du tourbillon, pendant qu'un calme relatif 
rcgne vers le centre et que de Tautre cote le vent est faible, nul, ou 
mSme de sens inverse k la rotation, si ce dernier mouvement est assez 
faible par rapport k la translation. 

Or, a mesure que le tourbillon s*avance, il tend a entrainer Tair en- 
vironnant, et, par suite, son cercle d*action augmente a mesure qu'il 
s'eloigne de son origine ; la consequence en est que la vitesse angulaire 
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de rotation diminue et que le tourbillon ne montre plus qu'une de ses 
moities. 

Mais qu'on tienne compte de la vitesse de translation, et qu'on con- 
struise en chaque point le parallelogramme des vitesses sur la vitesse 
de rotation en ce point et la vitesse de translation prise en sens inverse, 
on retrouve le tourbillon eomplet, eomroeils'en presente quelquefois et 
comme cela arrive presque toujours pr^s de T^quateur, oil la vitesse de 
rotation est grande et celle de translation falble. 

Je ne ni*etendrai pas plus longuement sur les theories de M. Marie- 
Davy. II les a exposees dans un livre qui vient de paraitre {*). Je me con- 
ten terai d'enoncer sa dernifere loi, relative a la relation entre les orages 
et Tetat geueral de Tatmosphere. 11 a fait voir que les orages sont dans 
une dependance immediate des mouvements tournants ; qu'ils se pro- 
duisent toujours dans le bord dangereux de ces met^ores lorsqu'iis se 
presentent dans des circonstances convenables, dont la principale est 
relative a Tetat hygrometrique de I'air. Les vues de M. Marie-Davy, 
appuyees sur de nombreux exempies, avaient une telle importance re- 
lativement k Tagriculture, qu'un reseau d'observateurs fut improvise 
sous rimpulsion de S. Exc. le Ministre de Tlnstruction publique, 
M. Duruy, pour observer a la surface de toute la France les orages sui- 
vant un mode special indique dan^ des instructions faites par M. Marie- 
Davy, et qu'un service special fut fonde, en i865, a TObservatoire 
imperial , pour centraliser ces documents et construire les cartes synop- 
tiques des orages de la France. La relation indiquee pr^cedemment 
ressortit depuis lors avec evidence de cet atlas des orages, aujourd'hui 
publie. M. Fron, charge de sa construction, a reconnu en mSme temps 
plusieurs faits nouveaux et importants qu'il a developpes dans un tra- 
vail recent. 



(*) Les Mouvements de V atmosphere et des mers^ consid^r^s au point de vue de la pre- 
vision flu temps, par H. Mabi^-Davt, docteur en mMecine, docteur ^8 sciences, agr^6 de 
rUniversit^, astronome, chef de la division de m^l^rologie k rObservatoire imperial de 
Paris. Grand in -8; 1866. 
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CHAPITRE L 

LA RfeGION MfeDITERRANtENNE. - TRAVAUX FAITS SUR CETTE REGION. - 
SA DESCRIPTION GfiNfeRALE. 



La region m^diterran^enne etudi^e dans ce travail a ete depuis les 
Grecs le centre de la civilisation du monde. Elle est cependant loin 
d'etre aussi bien connue que la plupart des autres mers. Un grand 
nombre de memoires ou meme de grands ouvrages ont et6 ecrits sur ce 
sujet. Dans tons, les auteurs s'occupent de points particuliers de cette 
region pour un objet presque toujours special ; ils ne se sont surtout 
pas attaches a trouver les lois generates des faits qu'ils observaient et a 
en definir les causes. 

Les ecrits d'Aristote nous ont transmis les connaissances des Grecs 
sur les climats et surtout sur le leur. lis avaient recounu dans les vents 
qui r^nent sur I'Archipel une certaine r^gularite. Ainsi, apres le sol- 
stice d'ete, le vent souffle pendant quelque temps de N., souvent avec 
beaucoup de force et de persistance. Puis le S. domine pendant long- 
temps, et ne cfede que par intervalles la place au N. en hiver. Les vents 
de N. de Tet^ s'appelaient les dtdsiensy les aulres de S., les omithies. 

Les rares documents qu'on trouve epars dans les oeuvres des ecri- 
vains posl^rieurs n'ont generalement pas un caractfere scientifique, et 
sont melanges de beaucoup d'erreurs. II faut venir jusqu'k ce siecle, 
epoque du reveil de la M^l^orologie, pour trouver des observations sui- 
vies et des memoires serieux sur cette partie du monde. 

Les cotes de la Provence et du.Languedoc sont, avec Tlialie, les re- 
gions les mieux connues depuis les travaux de Toaldo, de Gasparin et 
de tant d'autres observateurs qui ont suivi leur exemple. R^unis et dis- 
cutes avec une grande habilete^ les documents qui en resultent ont 
donne naissance au Tableau du ctimat de ritalie du Danois Schouw (*). 

MM. Berard, de Tessan, Lieusson, le premier officier de la marine 
fran^aise, les deux autres ing^nieurs hydrographes de la marine, ont 

(*) Public k Ck>penhague, chez Gyldendal, en iSSg. 

JLnnaUs seientifiqttes de rEcole Normale supirieure. Tome IV. 35 
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mis it profit des missions dont les avail charges le gouvernement pour 
ajouter a des reconnaissances des cotes de TAlgerie Tetude du climat de 
notre colonic. 

II suffira de rappeler les grands travaux de M. Aime, membre de la 
Commission scientifique de TAIgerie, les memoires pleins d*int6ret de 
MM. Renou, Paul Marfes, Fournel, Fournet, etc.^ qui tous ont etudie 
cette contree et Tout parcourue dans plusieurs directions. 

L'amiral Smyth, de la marine anglaise, a etudie completement la 
geographic physique de la Mediterranee et les ressources qu'un voya- 
geur doit attendre dans chacune de ses parties; plusieurs chapitres 
sent consacr^s a la Meteorologie. 

Boettger a puhlie un travail du meme genre enrichi de tous les do- 
cuments qu'il a rencontres dans les oeuvres de ses predecesseurs. 

M. le docteur Schnepp a fait paraitre dernierement un ouvrage fort 
curieux : CUmatsde VAfrique septentrionaley de Clialie etdu mididela 
France (i). 

Enfin nous ne pouvons passer sous silence les noms de MM. de Pietra- 
Santa^ Lubanski, Raulin, Yiquesnel, le general Daumas» Francesco de 
Bosis, Giacintho Namias, Antonio Berti^ Secchi, de la Marmora, Yail- 
lant, Julius Barasch, Aucour, Robin, etc., a qui nous devons des series 
d'observations ou des ecrits sur des points speciaux du meme sujet. 

Nous avons desire seulement dans ce memoire relier le syst^me des 
vents sur la Mediterranee k la circulation generale, et montrer com- 
ment les mouvements de I'atmosph^re, en apparence si complexes a la 
surface de cette mer interieure, sont soumis k des regies fixes et peu- 
vent se deduire des conditions climateriques des contrees voisines. 

La Mediterranee ne se termine point pour le meteorologiste aux 
rivages de la mer; nous designons sous ce nom le bassin dont les bords 
sont les Alpes et les Karpathes au N.; les Pyrenees, les sierras espa- 
gnoles et les montagnes du Maroc a TO.; T Atlas et les monts de la 
Tunisie au S.; le Liban et les plateaux de I'Anatolie k TE. La mer 
Noire, bien que separee par les Balkans et TAsie Mineure de la, Medi- 
terranee proprement dite, se rattache par les ph^nomenes qu'elle pre- 

(i) Paris, chez Lain6, rue desSainls-P^res, ig^ et chez Lederc, rue de l*£cole-de-Mede- 
cine, 14. 
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senle au bassin que nous venons de circonscrire; sa partie septentrio- 
nale, resserree entre le Caucase et les Karpatbes, limitera pour nous au 
N.-E. le bassin mediterraneen. 

Les bords du bassin^ ecbancres profondement en plusieurs points, y 
laissent un plus libre passage ^ Tair ; c'est ce qu'on observe entre les 
Pyrenees et les Alpes, entre les Earpathes et le Caucase, les plateaux 
pspagnols et les montagnes du Maroc, les montagnes tunisiennes et le 
Liban. Cette particularite nous servira a expliquer plusieurs faits re- 
marques depuis longtemps. 

L*Europe, qui borne la Mediterranee au N. , la zone des deserts de 
TAsie et de 1 Afrique qui la termine a TE. et au S., le voisinage de 
I'ocean Atlantique a TO. , ach^vent de donner au climat dont nous 
voulons analyser les causes son cachet special. 

On sait que les eaux de I'ocean Atlantique sont animees vers le N. 
et TE , a partir du golfe du Mexique, d'un mouvement qui se continue 
a une faible distance des cotes des Etats-Unis pour aborder TEurope, 
oil le courant celebre sous le nom de Gulf-Stream repand ses eaux dans 
diverses directions. L'une de ses branches descend vers le S. en lon- 
geant les cotes du Portugal ; une seconde, sous le nom de courant de 
Rennet, fait le tour du golfe de Gascogne, pour se meler a une troisifeme 
qui penetre entre Tlrlande et TAngleterre ; une derniere passant entre 
rislande, les Ues-Britanniques et la Norw^ge, parvient dans les regions 
glaciates. Les cotes occidentales de I'Europe sont done toutes soumises 
a Taction de cet immense courant. Sa chaleur, qu'il n'a pas encore 
perdue, tempere les hivers de TEurope occidentals 

Un courant atmospherique Taccompagne et penetre sur le continent, 
oil il entraine de grandes quantites de vapeur d'eau. Leur presence 
modere en ete I'effet du soleil et diminue en hiver le rayonnement 
considerable qui rend cette saison si rigoureuse en Sib^rie et sur les 
hauts plateaux de I'Asie. 

Le courant aerien rencontre des montagnes gen^ralement elevees 
qui, sans lui interdire completement Tentree du bassin mediterraneen, 
la rendent beaucoup moins facile et ne la permettent parfois que par 
les breches dont nous avons parl6. 

Le courant occidental rfegne presque sans partage sur le N.-O. 
de TEurope; mais souvent, en ete surtout, il cede la place k des vents 

35. 
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de N,, entre Us Agores et TEspagne. Ces vents, dont la direction in- 
cline plus ou moins a TE., ne sont que les alizes prolong^s vers le N. 
lis envahissent par intervalles le continent, et on les a vussouffler pen- 
dant d*assez longues periodes de la Baltique k TOcean. 

Les deserts de TE. et du S. exercent une influence remarquable 
sur le deplacement de ces fleuves aeriens, surtout dans le voisinage de 
la Mediterranee. Leur echaufTement extreme en 6t6 produit un appel 
d*air considerable des regions voisines, et les courants d'O., aprfes avoir 
penetre sur TEurope, s'inflechissent vers le S.-E. ou les attirent les 
deserts de Gobi, de la Perse et de TArabie. Le Sahara attire de ineme 
vers lui, a travers le grand canal laisse entre T Atlas et le Liban, Fair 
des contrees plus septentrionales, tandis que TAtlas neutralise beau- 
coup ce grand mouvement. 

L'alize, devie a sa partie septentrionale vers TAfrique, y prend une 
direction N., puis N.-N.-O,, et devienl cette mousson de N.-O. si re- 
doutee a cause des orages et des coups de vent qui Taccompagnent. 

Entre ces influences si diverses, la Mediterranee ne presente au pre- 
mier abord rien de bien saillant. La circulation semble des plus acci- 
dentees a sa surface, et les faits g^n6raux conclus jusqu'alors de son 
examen sont pen nombreux. 

Nous avons deja cit6 les venis etesiens et les omithies, entre Constan- 
tinople et TEgypte. Le siroco, vent du S., remarquable surtout par Tac- 
tion physiologique qu'il exerce sur Thomme et sur les animaux, souffle 
frequemment pendant une partie de I'annee sur la moitie meridionale 
du bassin. L'Algerie etla Tunisie sont surtout soumises a son action. 
Le simoun presente les m^mes caract^res que le siroco ; seulement, 
soufQant sur des sables, il les souleve et les entraine avec Ini comme un 
brouillard epais qui arrete les rayons du soleil. Le siroco souffle aussi 
sur les cotes de I'Andalousie et du royaume de Murcie. Ces bandes de 
terre, protegees contre les vents de N. par des chaines de montagnes 
paralleles a la cote, ont un climat saharien. On ressent dans les iles ita- 
liennes, sur Tltalie et meme jusque sur les golfes de Genes et du Lion 
des vents analogues. Mais, dans les localit^s ou ces vents sont marins, 
ils arrivent charges d'humidite, et, tout en gardant leur chaleur, ils 
modifient leur effet physiologique. Us deviennent alors le siroco humide 
et debilitant d'ltalie et de Corse. 
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Le mistral^ vent d'entre N.-O. et N.-E. de la valine du Rhdue et des 
cdtes du Languedoc et de la Provence, est connu depuis longtemps 
pour sa violence et sa secheresse. Les bourrasques violentes de N. 
qu'on rencontre dans le voisinage des Baleares, les coups de vent de 
N.-O. des c6tes d'Algerie et les vents de S.-E. et de S. qui font echouer 
en hiver tant de navires sur les plages sablonneuses du golfe du Lion, 
sont decritspar les marinsqui ont frequente ces parages. 

Indiquer le lien qui existe entre ces faits et les expliquer, tel est le 
but de ce memoire. Pour y arriver, nous etudierops la circulation a la 
surface du bassin mediterraneen pendant Tannee meteorologique i865, 
et nous la comparerons a la circulation generale de I'Europe pendant 
le meme temp». La relation entre les directions des vents et les mou- 
vements g^neraux de ratmosphere ressortira^ nous Tesperons, de cette 
etude. 



CHAPITRE II. 

INFLUENCE DU PASSAGE DES BOURRASQUES SUR LES ROSES DES VENTS. 



Le passage frequent de bourrasques tournantes siir Pflurope com- 
plique les mouvements partiels de Fair. Quelques considerations nous 
semblent necessaires pour mieux interpreter les roses des vents et de* 
melerce qui, dans ces roses, est du aux bourrasques, aux courants 
generaux ou a des circonstances locales. 

Supposons qu'un tourbillon dans lequel Tair tourne, comme on 
Tobserve toujours dans rh^misphere boreal, d'un mouvement retro- 
grade, c*est-a-dire en sens inverse des aiguilles d'une montre, ait 
son centre de rotation au point [fig. i) (on sait que ce centre 
coincide avec le centre d'une depression barometrique dans laquetle le 
vent est a pen pr^s tangent aux courbes d'6gale pression). Soit B ce 
point, situe non loin du centre de la rotation; Fair y est anime d'un 
mouvement de rotation; sa vitesse est perpendiculaire au rayon OB. 
Un observateur place en B vcrra done la girouette indiquer un vent de 
S.-O. S'il occupesuccessivement diverses positions sur la droiteBB' per* 
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pcndicuiaire a NS, il seotira des vents variables suivant sa position : 
en D un vent d'O. et en B' un vent de N.-O. S'il se deplace sur la droite 
AA', diametre perpendiculaire au meridien, il observera un vent de S. 




OUMU A 



tant qu'il restera entre A et le centre du tourbillon ; en 0, le vent sera 
variable ou nul ; et, aussitot qu'il aura depasse 0, Tobservateur eprou- 
vera un vent de N. Enfin, allant de M a M' sur une droite parallele a 
A A', il constatera d'abord un vent.de S.-E. en M, puis en P un vent 
d'E. et en M' un vent de N--E. 

Representant sur une feuille de papier les divers vents qu'il a 
observes* il obtiendra un angle dont le sommet sera vers TO. pour 
tous les cas ou il aura parcouru la moitie AEA' du tourbillon, deux 

Fig. a. 




droites diametralement opposees s'il reste sur le diamfetre AOA'; enfm 
la rose des vents sera un angle ayant son sommet vers I'E. pour toutes 
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les cordes paralleles k AA' et situ^es dans le demi-cercle AQA'. Ces 
angles seront d'autant plus ouverts que la corde sera plus voisine de 
AA\ et le vent des regions y diminuera de duree. Les limites sont 
d'une part en Q et E, oil le vent reste de I'E. ou de TO., et la droite 
A A' sur laquelle le vent change brusquement de direction du S. au N. 

Les choses ne se passent pas tout a fait de la sorte dans la nature; 
les tourbillons se transportent k peu pres de TO. vers TE. a travers 
TEurope. II y a done une vitesse de translation k combiner avec la vitesse 
due a la rotation en chaque point. Les effets de cette combinaison sont 
en partie connus, et les marins savent que^ dans tout tourbillon qui se 
deplace» il y a une moitie oil le vent est fort et pousse le navire vers 
la ligne que le centre du mauvais temps va parcourir, tandis que, 
dans I'autre moitie, les vents sont moins forts et eloignent le navire du 
centre de rotation. De Ik Texpression connue de demi-cercle dange- 
reux, pour designer la premiere moitie, et celle de demi-cercle maniable, 
pour distinguer Taulre. 

La Mecanique nous apprend que^ si un disque est anime k la fois 
d'un mouvement de rotation autour d'un axe et d'un mouvement de 
translation suivant une droite perpendiculaire k cet axe, chacun de ses 
points est anime a un instant quelconque de la memo vitesse que si, a 
cet instant, et pendant un temps tr^s-court, le disque tournait autour 
d'un point convenablement determine, qui ne sera plus le meme pen- 
dant rinstant suivant, et que, pour cette raison. Ton appelle centre 
instantan^ de rotation. 

La position de ce point et sa variation sont faciles k determiner dans 
le cas present. Menons le diam^tre NS ; en tous les points de cette ligne 
situes au-dessous du centre 0» les vitesses de translation et de rotation 
s'ajoutent; elles se retranchent dans Tautre partie de cette droite. Or, 
la vitesse duek la rotation est proportionnelle a la distance au centre. 
II y aura done un point de la ligne OQ, prolong^e s'il est n^cessaire au 
delk du point Q, oil la vitesse de translation sera ^gale k la vitesse de 
rotation et de sens inverse. C'est ce point qui sera immobile pendant un 
instant. Pendant I'instant suivant, un autre point lui succede, et la 
seule condition qu'il doive remplir est d'etre a la meme distance du 
point quele premier. La meme condition devantetresatisfaite, quelle 
que soit la position du disque tournant, le lieu des centres instantanes 



Digitized by 



Google 



2'j8 ETUDE SUR LES MOUTEMENT8 G^Nl^RADX 

successifs de rotation est une circonference dont le centre est celui du 
disque tournant et le rayon determine par le rapport entre la vitesse de 
translation et la rapidite de la rotation. 

Ce theorerae pent s'enoncer encore de la maniere suivante : si un 
disque tournant dans un plan est entraine suivant une droite de ce 
plan, le mouvement de cbaque point du disque est le mime que si une 
circonference coneentrique au disque et fixie invariablement a lui, rou- 
tait sur une droite parallele a la trajectoire du centre, et le centre in- 
stantane de rotation est k chaque instant le point de contact de la. cir- 
conference et de la droite. 

Ce qu'on a dit dans le cas oil le disque est immobile est done encore 
yrai dans le cas ou il a un double mouvement, si Ton rapporte tout 
au centre instantane de rotation, au lieu de le rapporter au centre de la 
rotation. 

Un touii)illon gaieux pent, dans sa partie inferieure au moins, etre 
assimile k un disque tournant; la vitesse de rotation n'est pas, il est 
vrai» proportionnelle a la distance au centre de rotation ; mais,. quelle 
que soitla loi de sa variation, on pourra determiner le centre instan- 
tane, et ce que nous avons dit relativement k sa determination et au 
mouvement du disque s'applique k celui de Tair dans un tourbillon. 

Par consequent, en tons les points de la droite, lieu des positions 
successives des centres instantanes de rotation, le vent sera d'abord de 
S., puis il passera brusquement k N. pour conserver cette derniere di- 
rection. Dans tons les points situes au S. de cette droite, la rose des 
vents construite aprfes le passage de la bourrasque donnerait des vents 
d'entre S.-S.-O. etN.-N.-O. par 0., la rose itant d'autant moins ou- 
verte que le point considere est plus au S., et se reduisant a des vents 
d'O. au point le plus meridional, les vents d'entre S.-S.-E et N.-N.-E. 
par E. constilueraient au contraire la rose des vents pour tons les points 
situes au N. du lieu des centres instantanes. Ges derniers peuvent 
dtre dans le cercle d'action de la bourrasque ou k rextirieur ; ce qui 
precede n'en est pas moins vrai. Si la vitesse de rotation est grande et 
celle de translation faible, ce qui a lieu quand les cyclones sent dans la 
zone tropicale, les centres instantanes de rotation seront k une faible 
distance du centre de la rotation, A mesure que le cyclone avance dans 
sa course, il tend a entrainer dans son mouvement rotatoire I'air envi- 
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ronnant, d'oii resuUe un raleatissemeni dans sa rotation; en meme 
temps sa vitesse de translation augmente. Ges deux causes agissent dans 
le meme sens pour eloigner le centre instantane de rotation du centre 
du mouvement tournant. 

Ce dernier est indiqu^ par le centre d'une depression barometrique 
terminee par des lignes isobares concentriques plus ou moins circu- 
laires. Pres de TEquateur, le vent a dans les bourrasques une vitesse a 
peu pres egale tout autour du centre d'aspiration pour des points situes 
k la meme distance de ce centre; le meteore, k mesure qu'il progresse, 
elargit son cercle d'action, le demi-cercle dangereux, oil les deux vi- 
tesses sont de meme sens, se dessine de plus en plus, la vitesse du vent 
diminue dans le demi-cercle maniable, et elle est souvent nulle ou de 
meme sens que dans le demi-cercle dangereux lorsque la bourrasque 
arrive dans nos parages. II en resulte que, si les courbes d'egale pres- 
sion ne venaient nous eclairer, nous aurions souvent une idee tres- 
inexacte sur la position du centre de rotation. 

D'aprfes ce qui precede, lorsqu'une bourrasque passe sur une region, 
les roses des vents resultant de son passage different beaucoup, et nous 
devons les trouver semblables entre elles sur des zones paralleles a la 
trajectoire du centre. 

Les vents forts seront du sens de la translation; il y a cependant a 
cet egard une restriction a faire. 

Un mouvement tournant de Tair au milieu d'une masse du meme 
fluide non animee de ce mouvement rencontre des resistances sur sa 
limite exterieure. Elles tendent a ralentir la rotation, surtout dans les 
parties voisines de la circonference. 11 y a done k une certaine distance 
du centre un cercle ou la vitesse de I'air est maxima; soit ABA'Q 
[fig. i) ce cercle. Soit P le centre instantane de rotation \ Tinstant con- 
sidere, QB' la portion de la bourrasque qui passera au point B; le vent 
aura d'abord sa vitesse maxima avec une direction de O.-S.-O. ; puis 
des portions plus voisines du centre passeront au lieu B, et, en meme 
temps que le vent tournera a 0., sa force diminuera pour s'accroitre de 
nouveau lorsqu'il tournera k O.-N.-O. En des points plus voisins de la 
droite AA', le meme effet se produira, mais plus marque, et la rotation 
du vent sera plus considerable. On voit done qu*il y aura deux maxima 
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disliQ^ts dans la force du vent, et que leurs directions fonl des angles 
^gaux avec la droite soivaot laqaelle s'eiTectue le transport general. 

Plusieurs consequences cnrieuses resultent des discussions prece- 
dentes. Si une bourrasque entrain^e par un courani d'O. passe surune 



Fig. 3. 




region, le vent sera d'O. sur la zone meridionale, ii variera de S.-O. 
a N.-O. par 0. dans toiil le deini-cercle meridional, il passera briisque- 
ment du S. au N. sur le lieu des centres instantanes de rotation; plus 
au N., il variera de S.-E. a N.-E. par E., et il sera d'E. ^ur la zone la 
plus septentrionale. Ainsi un courant d'O. peut exister par torn les vents, 
mais on voit immediatement que les roses sont symetriques par rapport 
k la direction du courant, et que leurs extremes sont les vents a force 
maxima. 

Une bourrasque passe-t-elle a peu pres k la mSme latitude, suivant 
une meme direction, le melange des roses de vents dues aux deux pas- 
sages ne changera que peu de chose dans les zones limites; il introduira 
un melange de vents d'E. et de vents d'O. dans la zone mediane. 

Si plusieurs bourrasques traversent une region dans le meme sens a 
des latitudes notablcment differentes, le melange s'augmentera, mais 
la direction des vents forts ^clairera toujours I'observateur sur le sens 
du mouvement genial, et la proportion des vents tr^s-faibles aux 
autres sera une bonne indication pour connaitre le rapport du nombre 
des bourrasques passees au N. k celui des bourrasques passees au S. 
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GHAPITRE IIL 

LES VENTS SOR LE BASSIN M£DITERRAN£EN PENDANT L'ANNfeE MfeTfiOROLO- 
LOGIQUE 1865. - LEUR COMPARAISON AVEC LES MOUVEMENTS G£n£RAUX DE 
LATMOSPHfeRE EN EUROPE. 



HU^r. — L'biver compread les trois mois de decembre i864> Janvier 
et fevrier i865. 

La carte ci-jointe [PL II) iadique clairement la circulation que nous 
voulons expliquer. Une seinblable a ete dress^e pour chaque saison au 
moyen de tous les documents que Ton a pu recueillir sur terre et sur 
mer. Les observations terrestres out ete reduites k la maniere ordinaire; 
elles ODt ete faites a 8 heures du matin et k 4 heures du soir. En quel- 
ques villes, telles que Rome, Constantinople^ Nice, Orleansville, etc.» 
plusieurs observations ont ete faites par jour; les moyennes calculees, 
en en tenant compte, different peu de celles que Ton deduit de deux 
observations faites le matin el le soir aux heures indiquees plus baut; 
nous nous e& sommes tenu a ces deux indications journalieres. 

Les observations maritimes ont ete extraites des re^istres tenus a 
bord de la marine imperiale et des navires du commerce. Des obser- 
vations faites a 8 heures du matin et k 4 heures du soir a bord de ces^ 
navires ont 6te pointees sur des cartes analogues a celles de Maury. Une 
carte correspondait a une saison. 

Chaque rose de vents est representee sur les cartes resumees ci-jointea 
[PL Ileilll) par plusieurs lignes droites emanant d'un meme poinf, 
qui est le lieu vrai ou suppose d'observation. La direction des droites 
indique U direction du vent; elles sont tracees, suivant I'habitude des 
marins» sous le vent de la station; ainsi une droite dirigee du point 
central vers £. denote un vent d'O. Enfra la longueur do ces droites est 
proportiooB^Ue au nombre de fois qu'a soufQe le vent correspondant* 
La somme de leurs longueurs est constante, de manifere que loutes 
soient comparables ontre elles. 

Les vents de toute intensiie etant points sur quatre cartes, on en a 
pour aiBsl dire exiraii les venta assez forts et les vents forts de la 
maniere savvaate. 

36. 
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Pointant i\ part les observations de ces vents, on en a fait des roses 
ramenees a cent vents de toute intensite. Les quatre cartes de vents 
jointes a ce memoire [PL II etIII) correspondent keeux de route inten- 
site. Nous nous contenterons d'^noncer les resultats donnes par les 
cartes des vents forts. 

Ceci pose, jetons un coup d*oeil sur la carte des vents de toutc inten- 
site pour rhiver. On y remarque sur les cotes de France el d^Espagne, 
de Marseille k Alicante, une grande predominance des vents d'entre N. 
et 0,, et en quelques points le N.-O, regne presque sans partage. On 
voit a peu pres la meme chose sur les cotes de rAlg^rie^ et le meme 
regime atmosph6riquese continue dans Pint6rieur du pays sur lespentes 
septentrionales de TAtlas. Notre station la plus meridionale, Laghouat, 
situee sur la limite du desert, est soumise a des vents des mSmes direc- 
tions, mais inclinant un peu plus vers TO. Dans la province de Con- 
stantine et la Tunisie, ainsi que dans le canal de Malte, le N.-O. redevient 
dominant; il est remplace par TO. tournant vers le S.-O. a mesure que 
Ton approclie de la Syrie et de I'Asie Mineure. 

Continuant letourdu bassin, nous trouvons sur la mer Noire des vents 
dominants d'entre N. et E. Us tournent a E. au sud des Karpathes dans 
la vallee du Danube et au N. a Constantinople, pour 6tre variables, mais 
avec une tendance marquee vers S.-E., sur TArchipel et la Grfece. L'E. 
domine dans les roses de I'Adriatique orientate et TO. dans celle d*An- 
cone, sur la rive occidentale; mais si nous en degageons les brises de 
terre et de mer, autrement dit, si nous nous bornons aux vents forts, 
TE.-S.-E. domine k Lessina et I'E. a Trieste, tandis qu'une grande varia- 
bilite se remarque a Ancone. 

L'E. domine dans la vallee du Po ; il tourne vers le N. a mesure qu'on 
s'avance vers TO., et le N.-E. regne dans le golfe de Genes, avec quel- 
ques alternances d'O. et de S.-O. Le meme N.-E. se remarque dans la 
mer Tyrrhenienne et jusqu'au S.-O. de la Corse; le N. s'observe dans le 
voisinage des Baleares, et une region peu etendue de vents variables 
s'etend entre ces iles, la Corse et la Sardaigne. 

L'air retourne versle S. el TO. en longeant la c6te d'Espagne, et les 
vents, variables d'O. a E. par N. sur les cotes de Murcie et d'Andalousie, 
dominent de TE. au detroit de Gibraltar, pres de Tarifa. Cette predo- 
minance n'existe que pres des cotes d'Espagne; plus au S., le N.-O. 
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et ro. reprennent leur empire, et le meme phenom^Qe se remarque au 
dela du d^troit, comme le montrent une rose de Fernando et une rose 
maritime voisine. 

La distribution des vents forts est tres-analogue a celie des vents de 
toute intensite; frequents surles cotes du Portugal et du S. del'Espagne, 
lis sont plus rares sur les cotes de la province d'Oran; du golfe du Lion 
a la province de Constantine ils apparaissent en grand nombre des re- 
gions N.-O. inclinant vers TO. et S.-O. dans le voisinage de TAlgerie; 
moins nombreux sur Tltalie centrale et le royaume de Naples, ils repren- 
nent leur frequence aux approches de la Dalmatie et de riUyrie; k 
Lessina ils sont surtout de S.-E. ; a Trieste, pres de la vallee du Po, ils 
sont presque uniquement de I'E. Les vents forts observes a Livourne et 
dans le golfe de Genes sont de directions variables; TO. domine, puis 
le S.-O., en dernier lieu le N.-E. Rome subit le plus souvent des vents 
forts des regions N, et, parmi les vents forts de Naples, le S.-O. est le 
plus frequent. Le N.-E. et le N. sont les vents forts les plus ordinaires 
sur la mer Noire et les regions voisines, et leur rapport au nombre total 
des vents est grand ; enfin TO. variant au S. a de la force entre la Grece, 
TAsie Mineure et I'Afrique. 

II y a done une assez grande analogic entre les deux systemes de 
roses; cependant certains parages semblent recherches de preference 
par les vents forts, tandis qu'ils se montrent dans d*autres beaucoup 
plus rarement. 

En suivant une ligne qui, partant des environs de Marseille, passe 
pres de la Corse, de Naples, traverse le golfe deTarente, I'archipel des 
lies loniennes, la Moree et les Sporades, et longe en dernier lieu la cote 
m^ridionnalede TAsie Mineure, on remarque qu'a TO. et au S. de cette 
ligne les vents, surtout les forts, sont des regions 0., qu*a TE. et au N. 
ils sont des regions E., variant d'entre S.-E. et N.-E., suivant les re- 
gions; les vents dominants sont de S.-E. et N. sur la mer Noire, et 
de N. a Constantinople. 

Une molecule d*air placee sur la cote orientale d'Espagne ou dans le 
golfe du Lion rencontrerait pr^s des Baleares des vents de N.; elle serait, 
suivant sa proximite deTEspagne, ramenee vers le detroitde Gibraltar 
ou bien poussee vers I'Algerio, oil des vents des regions 0. la dirige^ 
raient vers la Sicile et TAdriatique; des vents de S. Tam^neraient k 
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Lessina (Dalniatie), ou le S.-E. la ferait remonter vers la vallee du P6; 
elle reviendrait dans le golfe de Genes sous I'infloence de Tents d'E, et 
le N.-E. la ramenerait pres de son point de depart pour recommencer 
la meme rotation. 

Pour comprendre le sens de ces deux faits, etudions ce qui s'est passe 
pendant ce temps sur TEurope. Ce qui suit a ete obtenu au inoyen des 
documents publies dans le bulletin quotidien de rObservatoire imperial 
de Paris. 

Circulation atmosph^rique a la surface de V Europe pendant Vhiver 
de i865. — Au commencement de decembre 1864 un tourbillon passe 
sur les Iles-Britanniques, la mer du Nord, la Norwege, la Laponie et la 
mer Blanche. II disparait au N.-E. de I'Europe. L'air, anime du mouve- 
ment giraloire habituel dans ces phenomenes autour du centre dont 
nous venons de tracer la route [voir la carte des trajectoires des bour- 
rasques pour decembre 1864 [PL /^)]» donne successivemenl dans les 
regions enoncees plus haut des vents de S. tournant a S.-O. puis a N.-O- 
et N. pour revenir rapidement a S.-O des le 2 au matin sur Tlrlande. 
Le vent reste des regions S.jusqu'au 5 etil tourne leGaCsurTlrlande, 
TEcosse etla Norwege, il est encore en general de S. ou de S.-O. sur la 
Suede et la Russie septentrionale; une nouvelle bourrasque tournante 
a suivi la premiere, mais son centre passant ^ une latitude plus faible, 
elle redescend vers le S.-E. en se dirigeant vers TOural. Aussi le baro- 
metre avait-il beaucoup baisse sur le N. puis sur TE. de I'Europe apres 
une hausse peu durable. 

Le 6 decembre, le vent a tourne a N.-O. sur la Baltique, et le baro- 
metre a remonle. Le mouvement de Pair autour du centre de depres- 
sion s'etend jusqu'a la mer Noire oil le vent, de N.-E. le 6 au matin, a 
passe le 7 S.-O. Le barometre baisse, mais le centre passe loin a TE. 
de la Crimee et le vent tourne vers N. a Odessa sans prendre de force. 

En meme temps que le barometre remontait sur la Baltique avec le 
tour du vent de S.-O. a N.-O., il baissait rapidement sur TEcosse et sur 
rirlande; et le vent y tournait a S.-O. Un nouveau meteore, comme les 
precedents du genre de ceux que ]\l. Mari^-Davy appelle bourrasques{^. 



(*) Quand nous emploierons Texpression de bourrasques^ nous voudrons d^gner on mocr« 
yemenJt tounumt ei noD le» coups de venl auxqnels son passage donna oaissance. Ten^pAe, 
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etk sous-eoteDdani Tepithete de tournantes qui leur donne un caract^re 
commuD, abordait TEurope. 

iQsqu'alors la Ruseie centrale, la mer Noire, rAUemagoe, I'Autriche 
et la Turquie, le massif des Alpes et la peniosule Hispanique avaient 
des vents d'entre N. et E.; Fair y etait froid et dense. Les cartes jour* 
nalieres montrent pendant cette p^riode une zone obliqtie de fortes 
prefisions qui traverse diagonalement TEurope de Moseou a Madrid. 
L*if)fluence des mouvements tournants dont nous venons de suivre la 
route inclinait au S.-E. et au S, la direction du vent sur les c6tes du S.-O. 
de TEurope. L'air condense s'^coulant vers le S. laissait petit a petit 
le champ iibre aux bourrasques dont les trajectoires diminuaient d'am-^ 
plitude vers le N. et I'E. 

Enfin une bourrasque se montre a la hauteur de la Manche; elle etend 
son action jusqu'k Lisbonne, oil le vent est fort 0., tandis que le S.^. 
prend de la force sur la France occidentale. Le barom^tre n'a cesse de 
baisser sur TO. de TEurope, la baisse s'etend vers le golfe de Gascogoe, 
un centre de depression barometrique s'y montre, et le vent, qui est 
de N.-O. k la Corogne (pointe N.-O. de TEspagne), est de S.-E. sur la ' 
Gascogne et le Poitou. Lemouvement annonce son arriv^esur la M^diter-^ 
ranee par la rotation du vent de N.-E. vers S.-E sur les cotes de France; 
cette rotation s'effectue du gau 10. Le i f , le vent est retourne un peu 
vers E.; il est reste de N.-O. sur TEspagne, ou 11 n'a pas de force, de 
S.-O. sur la Sicile etde S.-E. sur TAdriatique; le mouvement tournant 
passe sur le bassin mediterraneen occidental. 

Mais le baromfetre remonte sur les Iles-Britanniques et tout le N. de 
TEurope, et il baisse trfes-vitesur le Portugal pendant que le vent reste 
k S. Cela tient h Tarriv^e d'une bourrasque dont le centre passe trfes^ 
pr^ de Lisbonne pendant la nuit du I'i au i4f ety donne deux violents 
coups de vent. Le i4 on voit son centre sur le N. de TEspagne; la hour* 
rasque reprend le i5 sa route vers TE. -S.-E; son centre passe prfes de 



sans I'^fHth^te tfmmame^ s'appliquera k la force du vent. Le mot de bourrasque n'indiquera 
riei pour notie de Tamplitude du mouvement tournant; quand nous dirons : la bourxasque a 
suivi telle trajectoire, nous voudrons parler de la route suivie par son centre; nous dirons 
jusqu'oCi elle 6tend son action et nous citenms autant que possible les Ueux 0^ aes «ff&ls 
auront M remarquabtes, surtoui par rapport au but que dous nous propoaoos d'Aitewdro. 



Digitized by 



Google 



286 ETUDE SUR LES MOUVEUENTS GENERAUX 

Barcelonne; on le voit Ic i6 au matin pres du detroit de Bonifacio, et 
ie 17 il a dispacu dans TE. 

Les vents etaient pendant ce leinps des regions E. sur le N. de la 
Mediterrance, des regions 0. variant de S. a S.-O., 0. et N.-O. sur le 
S. Le caline regne sur toute TEurope pendant la matinee du 17; les 
fortes pressions sont sur le N. 

Des bourrasques moins intenses passent les 18, 19, 20 et 21 a pen 
pres a la meme latitude; ieur ligne de parcours tend a s^elever vers le 
N.; il en resulte que la masse d'air en rotation se partage en heurtant 
les Alpes, et que de petits mouvements tournants traversent TAllemagne 
meridionale, pendant que les plus importants parcourent la Mediter- 
ranee. A part Tintensite, ils donnent lieu aux phenomenes analyses 
plus haut. 

Cependant la masse d'air dense qui s'amasse sur le N. de I'Europe 
s'avance chaque jour vers TO., et nous voyons le vent tourner de N. 
a 0. a Haparanda, oil le barometre baisse rapidement. Le meme effet se 
continue les jours suivants et TO. s'etablit sur la Baltique et la Russie 
oceidentale; le 25 on voit au N. de la Suede le centre d'un mouvement 
tournant; son action s'etend jusqu'a Skudesnoess (Norwege meri- 
dionale), Libau (Livonie) et Petersbourg. II descend vers la Gaspienne 
et rOural; son centre est le 26 sur la mer Blanche, le 27 versNijne- 
Taguilsk, et le meteore disparait de nos cartes. 

Une hausse legere du barometre se produit et le calme revient le 27 
5ur la Russie et la Scandinavie, mais les vents restent d^entre S. et 0.; 
ils sont assez forts dans le N. et le barometre y baisse. La carte du 28 
montre que ces effets doivent etre attribues a Tarrivee d'une bour- 
rasque dont le centre apparait le 28 pres d'Haparanda. Son action s'etend 
plus loin que celle de la precedente; elle se fait sentir jusque sur 
1 Ecosse, les Pays-Bas, la Prusse et la Russie centrale, mais les venls 
auxquels elle donne naissance se montrent sur une zone moins eloignec 
(lu centre et passant par Skudesnoess, Copenhague et Petersbourg. 
A peine cette bourrasque disparait-ellc dans TE. oil son centre est 
arrive le 29 prfes d'Arkengel, faisant tourner le vent a 0. et a N.-O. sur 
la Baltique orientale, que le calme s^etablit sur la Sufede, tandis que des 
vents assez forts d'entre S. et 0. soufflent sur les cotes de Norwege. 
Le barometre a remonte sur la Russie et la Scandinavie; il a baisse sur 
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r£cosse; du 29 au 3o la baisse s'etend a TE.; elle est considerable a la 
latitude de Stockholm et les vents ont repris en meme temps beaucoup 
de force d'entre S. et 0. siir ces regions; le lendemain la bourrasque a 
disparu dans VE.; une autre, venue du meme cote, lui succede a une 
latitude plus basse. EUe a le 3r son centre sur la Suede, pres de 
Stockholm, et elle descend vers la mer Noire. On voit que les trajectoires 
des bourrasques se sont abaiss^es successivement vers le S. en dimi- 
nuant d'amplitude vers TE. pendant la derniere decade dii mois. 

Que se passait-il sur le reste de I'Europe, et en particulier sur la 
Mediterranee ? 

Nous avons quitte ces regions aprfes le passage de plusieurs bour- 
rasques, au moment ou le calme tendait k s'y 6tablir. Les fortes pres- 
sions barometriques marchant vers TO., des vents d'entre E. et N. 
s*etablissent sur les Iles-Britanniques, I'Europe centrale, la France, le 
N. de TEspagne et Tltalie; le N.-O. soufQe k Madrid et TO. sur les cotes 
d'Algerie. Une depression barom^trique existe sur ces regions; elle 
s'eloigne vers TE., et les vents«d'entre E. et N. s'etablissent de plus en 
plussur le S. et TO. de I'Europe; ils soufflent jusqu'k Lisbonne et Tarifa 
le 33, jour oil le vent tourne a N.-O. sur la Baltique. Le centre des 
fortes pressions est ^alors sur la mer du Nord. 

Le a4, les vents prennent de la force d'entre N. et E. sur le Portugal 
et I'Espagne, le baromfetre baisse du 24 au 25 sur TEspagne, surtout 
sur le midi; la baisse s'etend vers I'E. du a5 au 26 et les vents restent 
d'entre E. et N.; la baisse augmeote, et le 37 un centre de depression 
existe prfes de la Sardaigne. LeS.-£. commence a Lessina (Adriatique), 
le S. k Palerme et le N.-O. sur I'Espagne. Ce dernier prend de la force, 
les vents des regions E. diminuent sur I'ltalie, la girouette indique 
le S.-O. a Palerme, le 39 au matin; le 3o le vent y tourne a N.-O.; il 
est reste aux regions E. ou N. sur I'ltalie et I'Adriatique. Le centre de 
depression barometrique s'eloigne vers la Gthce. Pendant ce temps, 
I'Europe centrale et la France sont rest6es dans le calme. C'est Ik que 
le baromMre est le plus haut sur une region formant un angle dont 
I'ouverture est k TO. Cette region s'amincit d'abord par le N. et I'E., 
puis par le S. et enfin par I'O.; I'air y reprend une pression moyenne 
de 760 millimetres, tandis que quelques jours auparavant elle depas- 
sait 770 millimetres en beaucoup de points. Les vents y restent faibles. 

Annales scientifiques de tEcole Normale sup4rieure. Tome IV. 87 
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L'abaissement vers le S. des trajectoires des bourrasques continue 
pendant le mois de Janvier i865, et nous voyons successivement pen- 
dant les premiers jours du mois la mer du Nord et la Manche soumises 
a des vents forts de S.-O. pendant que les regions calmes et a fortes 
pressions forment un triangle dont le sommet serait dans TEurope 
centrale et la base vers le Portugal. Aussi, le regime des vents est-il 
change sur la Mediterranee; le N.-O. et le S.-O. ont pris dans le golfe 
du Lion la place du N.-E. et du S.-E., et les brises sont variables sur 
ritalie et sur I'Espagne. 

Des bourrasques traversent vers les 6, 7, 8 et 9 la Russie du N.-O. 
au S.-E. et au S., etendant leur action jusque sur TEurope centrale; 
des grains passent sur Tllalie et TAdriatique; d'autres bourrasques 
abordent le continent plus au S. encore que les prec6dentes. L'un de 
ces meteores a, le 12, son centre prfes des iles Hebrides (Ecosse); il 
etend, le t5, son action jusque sur TEspagne et sur Tltalie; des vents 
forts de S.-O. ou d'O. soufflent de Lisbonne h Livourne; les vents d'O. 
sont en meme temps d*une violence exir^me sur les c6tes du golfe de 
Gascogne et de la Manche, sur la France et sur le S. de TAngleterre; ils 
sont moins forts un peu plus au N. et sont tres-faibles sur TEcosse. 
Le S. souftle assez fort a Libau (Baltiquerusse) et le S.-E.kSkudesnoess 
(Norwege) pendant que le vent est de N.-O. k Greencastle (Irlande) et 
a Nairn (Ecosse). Le meteore s'avance vers TE., et, le lendemain i5, le 
vent est toujours violent sur TEspagne, la France et les Pays-Bas, 
mais il commence k tourner a 0. et O.-N.-O. II prend de la force d'O. 
sur ritalie el TAdriatique, et le S.-O. commence sur la mer Noire 
pendant que le S.-E. souffle ^ Saint-Petersbourg. La bourrasque 
continue sa route vers le S.-E. et disparait de nos cartes le 16. 

D'autres, produisant des effets analogues, traversent TEurope les 17, 
18, 19, ao, 21, 22 Janvier; Tune d'elles a, le ao, son centre sur le 
Jutland; son action s'etend jusqu'aux Alpeset a la mer Noire; le centre 
arrive a Tembouchure du golfe de Riga le 21 Janvier. On en voit, le 
meme jour, un nouveau ayant son centre sur le golfe de Gascogoe; il 
remonte au N. des Alpes pour traverser la France septentrionale, les 
Pays-Bas, TAllemagne, la Pologne, la Russie et la mer Noire pendant 
que les fortes pressions se montrent dans les environs de la mer 
Blanche. Pendant son passage, les vents restent des regions E. ou N. 
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sur la Manche, I'Angletepre, les Pays-Bas, leDanenoark, le N. et I'E. de 
la Russie: ils sonl des regions S. ou 0. tournant vers leN. sur le midi 
de TEurope. excepte sur les cotes orientales de rAdriatique oil le S.-E. 
et TE. soufflent le aa. Ud faible centre de depression barometrique se 
montre le meme jour prfes de Livourne. Un tourbillon qui, dfes le 23, 
donne sur TEspagne et le Portugal des vents forts des regions S.-O., 
traverse TEurope les 2/1, 25 et 26 en passant au N. du massif alpin et 
donnant seulement quelques coups de vent de S. ou 0. sur le bassin 
mediterraneen. 

Nous voyons le 26 une nouvelle bourrasque dont le centre est encore 
sur rOcean ^ la latitude de la Manche; la France, les Iles-Britanniqueset 
presque tout le reste de TEurope sont encore calmes. L'O. de TEspagne 
et le Portugal sont seuls soumis a des vents violents de S.-O.; le vent 
de S. prend de la force des le soir sur le golfe du Lion, et, le mouve- 
ment marchant vers I'E., le vent est fort le lendemain 27 sur toute la 
France, de S.-O. a Besan^on, d'O. au Havre, de N.-O. h Brest. Le S.-E. 
commence a prendre de la force au S. de TAdriatique; le N. et Tltalie 
sont encore peu agites. Le tour des vents k N. sur la Manche le 28, 
a N.-O. sur les cote.«> du Languedoc et de la Provence, a S.^et a S.-O. 
sur ritalie centrale et Tltalie meridionale n'a rien qui doive nous 
etonner apres les nombreux exemples de faits analogues que nous avons 
deja remarques dans notre analyse. 

Les vents sont restes pendant ce temps a S.-E. et N.-E. sur la Scan- 
dinavie, la Baltique et la Russie ; ils commencent k 6tre forts le 28; leur 
force augmente le 29. Le centre de la bourrasque est alors sur la 
Livonie; il descend vers la Caspienne le 3o et le 3i. Un autre mouve- 
ment tournant se montre en m^me temps sur la mer Tyrrhenienne avec 
un fort mistral sur le golfe du Lion, des vents d'O. sur le S. de Vltalie, 
de S. k Lessina (Dalmatie), d'E. k Trieste et de N.-E. a Livourne. Le 
calme s'etablit sur la France, TAngleterre et TEspagne.Le S.-O. reprend 
le 29 k €oruna el le S. souffle avec force sur le golfe de Gascogne. Le 
barom^tre, qui a un peu monte, baisse sur TEurope occideutale, et une 
bourrasque aborde nos cotes; le 3i Janvier elle se fait sentir par des 
vents forts de S.-O. sur le Portugal et le N,-0. de TEspagne. Son centre 
est sur rOc6an, k TO. -N.-O. des Iles-Britanniques. 

Le i**" fevrier, il s'approche des iles Hebrides en descendant vers 

37. 
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1*E.-S.-E. 11 est le 2 pres d*Edimbourg; puis, au lieu de-conlinuer sa 
route vers TAIlemagne, il est brusquement rejet^ dans le N. et suit le 
versant occidental des Alpes Scandinaves. Une nouvelle bourrasque a 
le 3 son centre sur le S.-O. de Tlrlande; le centre passe ensuite sur 
TAllemagne, le S. de la Russie et la mer Noire. 

Une partie du mouvement, transporl^e sur la Mediterranee, passe 
sur le S. de lltalie. II s'ouvre alors pour TO. et le S. de TEurope une 
ere de mauvais temps qui dure presque sans interruption jusqu^a la fin 
du mois. Des bourrasques se succedent tres-rapidement sur cette region 
qu*elles traversent, ainsi que Tindique la carte d'ensemble, de TO.-N.-O. 
a I'E.-S.-E. Leur rayon d'action est trfes-consid^rable, et elles donnent 
sur TEspagne, la France et Tltalie des vents violents variant du S.-O. 
au N.-O., puis au N., tandis que la girouetle indique presque sans 
cesse I'E. variant du S.-E. au N.-E., puis au N. sur la Scandinavie ei 
la Russie septentrionale. 

Les prcssions' barometriques, considerables sur le N. de I'Europe 
dans les premiers jours du mois, passent bientot sur TO. oil elles 
sejournent, s'eloignent plus ou moins vers TO., descendant en meme 
temps vers le S. pour ceder la place k une bourrasque; enfin elles 
s'etendent k la (in du mois avec le calme et le beau temps sur TEspagne, 
la France et Tltalie. Elles sont de nouveau rejetees au S. par Tarrivee 
d'une bourrasque; Taction du meteore s'etend d^ja \^ 28 sur les Iles- 
Britanniques, la France, les Pays-Bas, la mer du Nord et le S. de la 
Norwege; son eiTet est le mqme que celui de ses predecesseurs. 

Explication des f aits pr^cidents — Nous venons de voir comment les 
vents ont varie k la surface de TEurope pendant I'hiver 1 864-65. lis 
etaient souvent forts de TO. et N.-O. sur une region pendant que non 
loin de Ik soufflaient TE. et le S. Nous avons vu comment la rotation 
de S.-O. a N.-O. se produit par suite du passage des bourrasques lorsque 
Ton se trouve dans une partie du tourbillon, comment elle s'effectue 
de S.-E. versN.-E. ou N. quand on est dans la partie opposee. 

Or, comme le dit M. Marie-Davy, les bourrasques sont de vrais flot- 
teurs entraines par les courants g^neraux de Tatmosph^re, comme le 
sont par les courants d'eau les fetits tourbillons qu*on voit se former 
dans la riviere. Le sens de leur translation donue celui du <*ourant 
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atmospherique dans lequel ils soot ploughs {*). L'air est, dans une 
^ bourrasque, anime d'un mouveraent de rotation autour d'un axe ver- 
tical, ce qui empecbe le vent d'indiquer toujours la direction des cou- 
rants atmospb^riques generaux. 

Nous avons vu que, pendant presque tout Tbiver, lorsque des bour- 
rasques passaient sur la Mediterranee, elles arrivaient par I'Espagne ou 
legolfe de Gascogne et traversaient cette ther de TO. a TR., ou, plus 
souvent, de rO.-N.-O. k TE^-S.-E.; aussi, avons-nous vu que les 
vents ont une predominance niarquee pour les regions 0. au S. de 
la ligne oblique qui va de Tenibouchure du Rhone k la Sardaigne, 
ritalie meridionale, la Grece et les cdtes S. de I'Asie Mineure, tandis 
que les vents dominants sont au N. de cette ligne d'entre S.-E. et 
N.-E. Les vents forts sont surtout de N.-O. et de S.-O. entre la France 
et I'Algerie et sur le bord de la Mediterranee, d'entre S.-E. et N.-E. ou 
N. dans les autres parties. 

Quelques particularites remarquables s'expliquent par les conditions 
particuliferes que pr^sente le bassin mediterraneen. AuN. il est borne 
par les Alpes, cbaine de montagnes tres-^levees et k pentes rapides. 
S'abaissant par gradins vers les Pays-Bas, le Jutland et la Prusse, elles 
tournent vers Tltalie leur versant le plus abrupte. A TO., une autre 
cbaine trfes-elevee encore, celle des Pyrenees, court de TO. a I'E. 
Dans sa partie occidentale elle touche a la mer et aux montagnes 
des Asturies; dans sa partie orientale les montagnes Noires la relient 
aux Cevennes et au plateau central de la France; k TE., elle s'avance 
dans la mer en formant un golfe profond, celebre par les coups de vent 
qu'on y essuie. II y a done entre les Alpes et les Pyrenees un couloir 
de forme evasee, qui se retr^ctt vers I'E. Quand Tair s'y engouffre, il 



(•) Gel 6nonc6 g^n^ral a besoin d*une restriction. Les cartes monlrent que parfois une 
bourrasque est plus ou moins brusquement d^vi^e de la direction qu'elle suivait. Plusieurs 
causes peuvent donner naissance a ce ph^nom^ne, et, parmi les plus importanles, il faut 
noter Tinfluence rteiproque exerc^ par deux bourrasques voisines Tune sur I'autre. Cette 
action a 6t6 reconnue pour la premiere fois par M. Mari6-Davy. Ce m^t^orologiste a fait 
voir que Taction r^iproque des deux bourrasques se manifesto en g6n6ral par une rotation 
des deux centres autour dun m^me point, quelquefois tr6s-voisin du centre de \*une des 
bourrasques. Nous renvoyons pour de plus amples d^taiU aux Notes dans lesquelles M. Mari^- 
Davy a 6tudi6 ces faits curieux. 
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acquiert a la sortie une grande yilesse. Nous verrons plus loin com- 
ment le vent qui en resulte, le mistral, se rattache aux mouvements 
generaux. Ce vent, d'entre N.-O. et N. suivant les points, est un violent 
courant d'air qui descend vers la Sardaigne. II donne naissance k des 
remous remarquables. 

Si deux murs eleves forment un angle dont le sommet est oppose a 
un vent regnant, un efTet analogue se remarque. Supposons que Tun 
des cotes de Tangle soit dirige du S. au N., I'autre de TO. a TE., de 
sorte que I'ouverture de Tangle soit vers le N.-E.; quand un vent d'O. 
soufHera fort, il se fera le long du.cot^ N. un appel d*air du som- 
met de Tangle vers Texterieur. Get appel pent se manifester par la pre- 
sence de corps legers, tels que de petits morceaux de papier ou des 
feuilles sfeches. lis sont entraines au dehors. L'air affluant des parties 
plus eloignees pour remplir le vide, le courant se replie vers Tinterieur 
de Tangle, et les feuilles qu'ils avaient entrainees reviennent pour re- 
commencer le meme circuit. La rotation n'a pas toujours la meme am- 
pleur, mais toujours elle a lieu dans le meme sens; par exemple, elle 
est du sens direct dans le cas que nous venons d'examiner. Le tour- 
billon engendre, apres avoir sejourne plusou moins longtemps prfes du 
lieu de sa formation, est enfin entrain^ par le courant g^n^ral ; mais 
alors la cause de la rotation ayant cesse d'exister, cette derniere ne 
tarde pas a se ralentir et meme ^ cesser tout k fait, de sorte que Ton 
n'observe plus, a quelque distance, que le courant general. 

Le phenomene que nous venons de decrive est connu de tout le moude 
sous le nom de remous, mais il se produit rarement sur une aussi vaste 
echelle que sur TAdriatique, TItalie et le golfe de Genes. Rarement 
aussi les conditions sont aussi favorables a sa production. Les Alpes, 
s'elevant presque comme un mur, se dirigent d'abord du S. au N., 
puis du S.-O. vers le N.-E , de TO. vers TE.; et, redescendant vers 
le S.-E., elles enferment dans un cirque de hautes montagnes le golfe 
de Genes, la vallee du P6 et TAdriatique. Les points les plus eleves de 
la chaine sont dans sa partie occidentale. Si le mistral souffle avec un 
pen de force et de persistance, on ne tarde pas k voir le vent augmenter 
de viiesse d'entre E. et N. sur le golfe de Genes, d'E. sur la vallee du 
Po et TAdriatique septentrionale, de S.-E. sur le reste de TAdriatique 
et d'O. vers le S. de TItalie et la Sicile, pendant que le N.-O. souffle 
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sur la SardaigDC et les iles Baleares. Le barometre baisse alors sur 
i'ltalie septentrionale et Ton observe au S. des Alpes un minimum ba- 
rometrique local qui se transporte bieutot dans le sens des courants 
gen^raux. Nousdonnerons, dans un autre chapitre, des exemples de ce 
cas qui se presente assez frequemment. II nous suffit actuellement de 
Tavoir signale. 

Les hauts plateaux de TEspagne arretent aussi I'air des couches int'e^ 
rieures; il en resulte que le vent du N. domine pres des cotes S.-E. et 
cede meme la place a I'E. entre TEspagne, la province d'Oran et le 
Maroc. Get efTet, purement local, cesse d'etre sensible a quelque dis- 
tance des cotes, ainsi que le montre la carte des vents pour Thiver 1 865. 
Les monlagnes espagnoles ne ferment pas, comme les Alpes, une anse 
profonde, etelles ne permettent pa»la formation de remous aussi bien 
accentues ; Tair y revient seulement vers le N., le N.-E. et I'E. 

Enfin de hautes montagnes, dont la cime se refroidit beaucoup en 
hiver, produiseut alors autour d'elles dans les periodes de calme un 
flux d'air froid remplac^ par I'air plus chaud des regions voisines, qui, 
s'elevant dans les regions plus elevees de Tatmosphfere, redescend sur 
le sommet de la chaine pour remplacer I'air qui s'est 6coule. Nous 
montrerons plus loin que les vents violents du N. observes sur le N. de 
ritalie en fevrier i865 ne sont pas dus a cette cause; elle n'agit effi- 
cacement/que pendant les calmes et ne donne pas naissance k de grands 
vents sur de grandes etendues. On y rattache les phenomenes connus 
depuis longtemps sous le nom de brises de montagneSf analogues aux 
brises de rwages. 

Circulation pendant leprintemps de i865«r — Cette saison commence 
avec le passage de plusieurs bourrasques qui traversent I'Europe du 
N.-O. au S.-E.; leurs centres passent sur le N. de I'Ecosse, la mer du 
Nord, le centre de TEuropeet la Mediterranee, el leur action s'etendant 
souvent jusqu'au S. de I'Espagne, il en resulte pour cette partiede I'Eu- 
rope une grande variation de vents. Le N. souffle surtout avec violence 
sur la mer du Nord, le golfe de Gascogne et la France; le N.-O. domine 
sur la p^ninsule Hispanique. Les centres passent en general sur la 
Mediterranee ou sur les provinces danubiennes et la Turquie, ce qui 
donne sur la mer Noire des vents d'entre S.-E. et N.-E. Lesfortes pres- 
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sions se mootrent vers le commencenient du mois sur le N.*E. de TEu- 
rope ; elles s'avaocent pendant les jours suivants vers TO. en restant 
confinees sur la Scandinavie. Des bourrasques traversent TEurope occi* 
dentale. Leurs irajectoires ont une tendance remarquable k la direction 
N.-S.; en m^me temps, la France et TAllemagne, TEspagne et Tltalie, 
sont balayees par des vents violents des regions N. qui donnent a ce 
mois son cachet special. Les vents des regions E. ou S. Tern portent sur 
I'Europe orientate. De nombreux centres de mauvais temps se sont fait 
remarquer sur le midi/ particulierement au S. des Alpes, ainsi qu*on 
le voit dans la carte resume. 

La carte des trajectoires des centres des bourrasques montre pendant 
le mois d'avril un changement dans la circulation atmospherique. Les 
bourrasques se dirigent plus de I'O. vers TE.; elles passent pendant la 
plus grande partie du mois sur le N. de TEurope et le calme regno sur 
le centre et le S.; dans la derniere decade, les trajectoires de ces me- 
teores commencent a s'abaisser de la Sufede sur TEurope centrale, et 
I'un d'eux a, le i8 avril, son centre sur laManche. 

Gette modification ^ la direction des courants generaux se continue 
pendant le mois de mai. Les trajectoires des bourrasques prennentde 
plus en plus d'amplitude vers TE. et elles sont pendant une partie du 
mois dirigecs de TO.-S.-O. vers TE.-N.-E* ne s'abaissant unpeu vers le 
S. que sur la Russie. II fait, en general, peu de vent sur la Mediter- 
ran^e; le calme y est trouble quelque peu par le passage de mouve- 
ments'orageux. Les variations que nous venons de signaler dans le re- 
gime des courants rendent les vents tres-variables sur presque toute 
TEurope, et les orages commencent a quitter le bassin m^diterraneen 
pour eclater frequemment sur la France et sur TAUemagne. La des- 
cription et les lois de ces phenomenes ne peuvent entrer dans les etroites 
Vimites de ce memoire; elles sont d^veloppees dans un travail public 
sur ce sujet par M. Fron. 

Les vents sont pendant cette saison plus variables qu'en hiver. Les 
vents forts ont toujours sur TAlgerie une direction generate variant 
entre N.-O. et S.-O.; cette direction se continue jusqu'k Laghouat dans 
le desert. Par exception, le N.-O. et le S.-E. alternent ^ Biskra. Cette 
anomalie est due a la direction des vallees. LeS.^. fort soufQe le plus 
^ouvent a Naples, le S.-E. a Lessina, TE. ^ Trieste, les vents d'eutre 
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E. et N. a Nice. Le mistral se reconnait toujours sur le golfe du Lion a 
la forme des roses, et les vents de N. tournant vers E. dominent sur les 
c6tes d'Espagne, comme nous Tavons constate pour Thiver. 

La rotation apparente de Tair dans le bassin occidental, deja con- 
statue pour rhiver, se retrouve au printemps, mais moins nettement 
accentuee. Des elements etrangers se sont en efTet introduits dans 
chaque rose, ce qui tient au plus grand nombre de mouvements tour- 
nants ayant pen d'etendue et passant sur cette region a diverses lati- 
tudes. Malgr^ cette difference entre les vents du printemps et ceux de 
Thiver, le transport g^n^ral de Tair avait, ainsi que nous I'avons re- 
connu, k pen pres la meme direction pendant les deux saisons. Seule- 
ment, pendant les mois de fevrier et de mars, une tendance marquee 
du N« au S. s'est manifestee dans la marche de I'atmosphere au-dessus 
de toute TEurope. 

La direction des vents s'est plus modifiee dans le bassin oriental ; le 
N. est devenu plus frequent dans TArchipel grec. Au S. de rArchipel, 
le vent est assez variable ; TO. domine cependant encore et Ton voit 
aussi en ces memes lieux le S. alterner avec le N. 

Sur la mer Noire, le N.-E. est le plus frequent ; puis ce sont le S.-E. 
et le S.-O., ce qui Concorde avec le passage de bourrasques au N. et au 
S. de Qe point dans son voisinage. 

Le remous du ^ I'Espagne est encore tr^s-apparent; les vents d'E. 
dominent toujours au detroit de Gibraltar et ils sont forts; cependant 
le N., le S.-O. et le N.-E. sont les plus frequents sur la cote occidentale 
de la Peninsule, k Lisbonne par ex'cmple. 11 est ^ remarquer que prfes 
d'Oran TO. a repris son empire, comme frequence et comme force, 
c'est-a-dire qu*a Oran rinfluehce des plateaux espagnols sur la circula- 
tion de Tair est devenue presque insensible. 

Circulation pendant Vdtd de i865. -^ LeN.-O. domine toujours sur 
les cotes du Languedoc; les vents sont de directions assez variables sur 
le golfe de Genes, la mer Tyrrhenienne et TAdriatique; cependant TE. 
est le plus frequent sur la cote orientate de cette mer, tandis que les 
brises d'entre S.-O. et N.-E. par N.-O. sont les plus nombreuses k 
Livourne et eelles des regions N.-O. ou N.-E. a Rome, Naples et 

AwMles seientifiques de rf.eole tformale sup^rieure. Tome IV. 3o 
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Palerme. Les vents qui soufQettt surtout sur TAlg^rie orientale soot 
d'entre E. et 0. par N; ils passent a VE. et au S. sur la province d'Oran. 
Ce sont les memes vents qui regnenl sur les cdtes d^Espagne, de Bar* 
oelone k Cadix, tandis que le N.-O. et le N.-E. Teoiportent sur les cdtes 
du Portugal oil le S. est devenu beaucoup moins frequent. Le remous 
du k I'Espagne est trfes-apparent; les vents des regions N. reprennent 
leur frequence k I'E. et au S. des Baleares. 

Les courants d'entre N. et E. sont les plus habituels dans le bassin 
oriental et sur la naer Noire, puis viennent ceux du S. Ils cedent la 
place k ceux de S.-O et de N.-O. au S. de TAsie-Mineure et sur les 
odtes de Syrie. 

Quels sont les vents forts? Des regions N. sur les cdtes du Portugal, 
ils sont d'entre N.-E. et S.-E. ou S. du delroit de Gibraltar a Alger et 
aux Baleares, assez variables de Barcelone k Palerme et a Naples avec 
une tendance marquee a N.-O. ou S.-O. On les voit presque toujours 
de N.-O. sur les cotes du Languedoc et de la Provence, des regions 0. 
sur les cotes d'ltalie, de Livourne a Naples, variables entre S.-E. et 
N.-O. par N.-E. dans le S. de TAdriatique, d'E. dans le N. et de N.-E. 
ou E. passant souvent aussi k N«-0. et S.-O. dans le golfe de G^nes. 

Les vents forts tournent souvent au N. dans cette saison dans le 
bassin oriental, sauf dans la partie comprise entre TAsie-Mineure, la 
Syrie et TEgypte ; ils restent de I'O. dans cette region. La mer Noire 
est soumise au meme regime que TArchipel. Seulement, il est a remar- 
quer que, si les vents de N. dominent, les vents de S. sont aprbs eux 
les plus frequents. Ces vents forts ou meme moderns des regions N., 
d'une assez grande Constance pendant Tete et une partie de Tautomne, 
sont les ildsiens dont parle Aristote. 

Pendant cette saison, les mouvements tournants passent en grand 
nombre a la surface de TEurope, el leur cercle d'act'ton est peu itendu; 
on doit en conclure qu'ils se forment pres des regions ou nous pouvons 
les suivre. Ils sont accompagnis d'orages. Ils passent pendant presque 
tout le mois de juin au N. de TEurope, s^vissant sur la Scandinavie, la 
Baltique et la Russie; les vents auxquels ils donnent naissance dans ces 
parages sont assez variables, cependant le N.-O. et le N.-E. variant au 
S. par ro. dominent. 
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Le calme rhgne sur les Iles^BritaDniques » la France, I^AUernagoet 
ritalie et TEspagne; seulement, des orages traversent le midi de TEu* 
rope et la France. Les vents d'entre N. et E. ou S.-E. exercent genera- 
iement leur empire dans le noidi» laissant souvent la place dans les 
golfes du Lion et de Genes a des vents d'entre N, et 0. ou S.-O. accom- 
pagn^s d' orages. Des bourrasques passent sur TAtlantique entre les 
Azores et le Portugal. Elles descendent sur le Maroc ou TAIgerie, ou, 
plus au S., sur le Sahara. Les vents de^ regions E. sur la p^niosule His- 
panique et les parties voisines de UM6diterranee en sont la consequence. 
De plus> les alizes s'etendent sur TAtlautique jusqu'a la hauteur du 
Portugal, et, ne pouvant s'alimenter librement par TEspagne, ils le font 
par le d^troit de Gibraltar et la Mediterrao^e. 

La carte resumee d'Europe pour le mois de juin explique les vents 
persistants de N. observejs sur le bassin oriental et la mer Noire et leurs 
alternances avec le S.; le second souffle avanl, le premier pendant et 
aprfes le passage des bourrasques sur la Russie orientale et la mer Cas- 
pienne. Les cartes journaliferes de TEurope montrent que petit a petit 
10. etend son empire sur la merdu Nord et TAIIemagne, que le vent 
tourne vers S.-O. ou S. sur TEcosse et Tlrlande, et que la region de 
beau temps, entamee par le N. et TE., se confine vers la fin du mois 
sur la France, I'Espagne et I'ltalie. Enfin les vents de S.-O. prennent 
de la force sur les cotes occidentales de France et d'Espagne, et on voit 
apparaitre sur tout I'O. de TEurope une depression barometrique ; 
cette depression marchant vers TE., une bourrasque arrive et occupe le 
3o juin toute la surface de I'Europe. Son centre est vers la Manche, et 
son action s'etend de Lisbonne a Palermo, a Odessa et au golfe de 
Bothnie. La bourrasque traverse I'Europe de I'O. a I'E.; son centre 
arrive le :i iuillet pres deKiew (Russie). Des tourmentes agitent cepen- 
dant encore I'Europe oecidentale, donnant sur le N. de la France de 
forts vents d'entre N. et 0., du mistral sur les cotes du Languedoc et de 
la Provence, et des coups de vent d'O. sur I'ltalie m^ridionale. La rota- 
tion a lieu dans I'anse alpine pendant que de forts vents soufQent d'O. 
a Vienne (Autriche) et de S. dans la mer Noire. Le N. et I'E. rfegnent 
sur la Baltique meridionale ; ils. y ont moins de force. II y a done a 
proprement parler trois mouvements tournants sur I'Europe. Le calme 

38. 
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revient pour quelque temps sur le centre du continent. Une bourrasque 
de peu d'6tendue se montre le 6 sur le golfe de Gascogne; son centre 
passe le 7 sur TAngleterre, r^pandant k profusion les orages de Bilbao 
a Paris, Bruxelles et Londres pendant la nuit du 6 au 7 et pendant la 
journee du 7. Les orages ^clatent \k Stockholm pendant la nuit du 7 au 
8, et lis se continuent le 8 avec de forts coups de vent tournant de S. k 
0. Des mouvements moins etendus encore sont passes sur la Mediler- 
ran^e avec ieur cortege habituel de pluies et d'orages ; les abords des 
Alpes sont calmes et le baromfetre y reste haut. 

Les tourbillons tournent pendant cette p^riode autour du massif 
montagneux, ou Tair peu agite ne subit qu'un contre-coup eloigne des 
tourmentes qui passent dans le voisinage ; les centres de ces derniferes 
passentsur les Iles-Britanniques k une latitude plus ou moins elevee et 
se dirigent de Ik vers la Suede et la Russie qu'elles franchissent du 
N.-O. au S.-E. Dans d*autres cas elles s'engouffrent dans le canal laiss^ 
entre les Alpes Helvetiques et les Alpes Scandinaves et descendent sur 
la mer Noire. 

La France est dans tous les cas au S. de la trajectoire du centre ; les 
vents d'entre S.-E. et S. 0. ou 0. y domineiit; il faut aussi attribuer a 
la meme cause les frequents orages qui ^clatent sur notre pays, princi- 
palement au N. L'ltalie et rAdriatique, abritees par les Alpes, jouis* 
sent du calme et du beau temps, le mistral souffle sur les cotes medi- 
terraneennes de France avec des vents d'entre N. et E. sur TEspagne 
orientale; des orages peu etendus passent sur ces regions de 1*0. k I'E. 
et y causent une agitation passagere, pendant que le versant septen- 
trional des Alpes et des Pyrenees, la Baltique et la Russie sont le 
theatre de violents orages. Ces meteores envahissent petit k petit la 
Suisse, le Tyrol, la haute Italic, et eclatent le 19 au soir sur TAdriati* 
que ; la carte du ao au matin montre un mouvement tournant etabli sur 
cette partie de TEurope. 

Les courants occidentaux continuent a empieter sur les regions 
calmes, et le 20 juillet, des orages se dirigeant vers TE., traversent 
I'Espagne. lis traversent, le ai, la Mediterranee occidentale, et its sevis- 
sent, du 21 au as, sur Tltalie. Les vents k Ieur approche variant comme 
nous Tavons d^jk vu tant de fois; de TE. ils tournent au S«, puis k TO., 
oil ils prennent de la force sur la mer Tyrrh^nienne, tandis qu'ils sont 
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encore de I'K. sur I'Adriatique. lis se calment des le lendemaio, et le 
beau temps revient sur TEurope occidentale. L'E. est traverse par des 
bourrasques qui, d'abord confinees dans les regions polaires et le voisi- 
nage de lX)ural, se rapprochent de dous en s'abaissani vers le S. et di- 
minuant Tamplitude de leur course vers I'E. Des tourmentes passent 
Sgalement entre les Azores et TEspagne; les vents d'entre E. et S. s'^ta- 
blissent sur la peninsule ; Tltalie est caime. 

L'empietement des courants d'O. continue pendant les premiers jours 
d'aout; une serie de bourrasques passent du i®' au 9 dans la valine 
europ^enne pour disparaitre entre le Caucase etTOural. Quelques mou- 
vements tournants traversent en mSme temps TEspagne, Tltalie et les 
provinces danubiennes. Un tourbillon plus etendu que les autres aborde 
ie 1 1 rirlande oil Ton voit son centre. Etendant son influence du S. de 
I'Espagne k la Norwege, il donne les jours suivants de mauvais temps 
au N. et au S. des Alpes, sur les provinces danubiennes, la mer Noire 
et laRussiem^ridionale; les orages continuentd'^clater sur ces regions. 
Pendant presque tout le mois, I'Europe centrale est sur le trajet de 
bourrasques continuelles ; il en r^suite une serie de mauvais temps sur 
rirlande* TAngleterre, la France, les Pays-Bas, TAIlemagne et le S. de 
la Russie. Des mouvements moins etendus traversent en petit nombre 
la M^diterran^e. 

Circulation pendant Fautomne de i865. — Un changement notable 
se montre dans la distribution des vents sur le bassin occidental : ie 
N.-0. cesse de dominer sur les c&tes de France ; le S. et le S.-E. lui ont 
succed^; I'E.-N.-E. rfegne sur les parties septentrionale et occidentale 
du golfe de GSnes, I'E. sur la valine du P6 et I'Adriatique septentrio- 
nale; plus au S. on rencontre le S.-E. prfes de la Dalmatie, puis des 
vents de S. et de N. sur la mer Tyrrhenienne, de S. et d'O. a Livourne. 

Les vents sont forts d'entre S.-O. et N.-O. sur I'Algfirie et dans le 
voisinage, d'entre S.-E. et S.-O. on 0., mais surtout de ces deux der- 
ni^res directions prfes des Baleares, enfin sur les cotes d'Espagne des 
regions 0. tournant de plus en plus k N. ou N.-E. a mesure qu'on^ 
avance vers le S., pour £tre presque uniquement d'E. et d'O. au 
d^troit. 

Le bassin oriental a pendant cette saison une circulation tres-aceen-^ 
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tuee; le N. domine saas contestation dans TArchipet, k Constantinople 
et sur ia mer Noire ; il est aussi trbs-fr^quent entre TAsie-Mineure, le 
Libao et TEgypte ; les vents forts paraissent cependant 6tre surtont de 
S.-O. a Beyrouth et Ton remarque un remous d'air au S. de I'Asie- 
Mineure ; les vents d'entre 0. et S. y sont dominants. 

Les vents de toute intensite pr^sentent le m^me caractere g6niral 
dans leur distribution, si Ton ne tient pas oompted'une variabilite un 
peu plus grande due a rinfluence des localites. 

Nous allons voir que cette distribution se relie directement avec les 
trajectoires des bourrasques qui ont traverse TEurope durant cette 
saison. Nous avons laisse a la fin d'aout I'Europe assez calme; les bour- 
rasques passaient au N. de la Scandinavieet redescendaient sur laRussie 
septentrionale, TOural et la Siberie. Leurs trajectoires continuent k 
avoir une grande amplitude pendant les premiers jours de septembre; 
puis elles s'infl^chissent plus brusquemenl vers le S.; les i5, i6, 17, 
18 et 19 elles traversent la Russie du N.-O. auS.-E. en descendant vers 
le Caucase et TAsie-Mineure. Le calme a ete peu trouble dansle reste 
de I'Europe; le 12, un mouvement tournant se montrait sur le golfe de 
Gascogne; il arrivait le i3 sur ia M^diterranee par I'isthme pyreneen et 
passait le i4 sur le bassin oriental pour disparaitre sur TAfrique. 

Les vents etaient jusqu'alors rest^s peu forts sur le S. de I'Europe, 
saufdans le voisinage du detroitde Gibraltar; ils avaient dansces regions 
souvent beaucoup de violence de I'E.; ils atteignent la m^me vitesse sur 
le golfe de Gftnes, Tltalie et I'Adriatique. Ce mouvement marche vers 
I'E. et le vent ne tarde pas a tourner de I'E. vers le N. sur I'ltalie en di- 
minuant de force. Pendant ce temps le barometre est rest^ baut sur 
TAngleterre, le N. de la France et I'Europe centrale. Les trajectoires 
des bourrasques se rapprochent de nous a I'O.; une baisse barom^triqu^ 
se fait sentir d'abord sur les Iles-Britanniques avec un tour du vent 
k S. et S.-O.; le baroinfetre remonte et le vent tourne vers O. et N.-O.; 
le calme rfegne. le barometre baisse de nouveau et une bourrasque 
aborde le ao notre continent k la latitude d'Edimbourg; les Alpes Scaa- 
dinaves la partagent; une partie monte le long des cdtes de Norw^ge 
jusqu'k la mer Glaciate, I'autre traverse I'Europe centrale les ai, 2a, 
a3 septembre, etendant son action k peu de distance de son centre et 
produisant seulement quelques coups de vent et des orages sur la 
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France, rAllemagne etrAutriche; quelques mouvemetits orageux pas- 
sent en meme temps du golfe de Gascogne sur la Mediterranee par 
ristbme pyren^en, les 21k et a3; ces orages sont ressentis sur le midi 
de la France, TEspagne, TAIgerie et Tltalie meridionale. L'Europe 
rentre ensuite dans le calme; les mouvements tournants n'atteignent 
que le N., etle t^S seulement quelques orages ^clatent en Italie. Ce 
mois est done remarquable parce qu'il a ete pour une grande partie de 
notre continent une p^riode de calme k peine interrompue par quelques 
orages. 

Le mois d'octobre commence par Tarriv^e d'une bourrasque sur le 
S.-O. de TEurope ; le calme et de fortes pressions barometriques regnent 
sur la Scandina\ie et la Baltique; la bourrasque passe au S. des Alpes 
et donne sur le golfe de G6nes et TAdriatique des vents des regions E. 
Les fortes pressions sont entamees des les premiers jours du mois par 
le N.; des bourrasques passent vers les Feroe, et quelques jours apres 
elles traversent les Iles-Britanniques, I'Allemagne et la Russie, k peu 
pres de TO. k I'E. Quelques-unes ayant leurs centres plus au S. pres du 
golfe de Gascogne donnent des orages sur le midi de TEurope. Les 
vents sont g6neralement d'O. ou de N.-O. sur I'Espagne, assez varia- 
bles sur ritalie. Cette situation dure jusqu'au milieu du mois; le calme 
8*etablit pour peu de jours sur la Mediterranee, tandis que des bour- 
rasques passent toujours sur la Manche, la mer du Nord et la Baltique; 
le 17, Tun de ces meteores descend de I'lrlande sur la France; son 
centre arrive le 18 pres de Nantes, puis il rcmonte vers le N.-E. et par- 
court les Pays-Bas, rAllemagne, la Prusse et la Busgie meridionale; 
Taction s'en etend le 19 sur presque toute TEurope; de forts vents 
d'entre S.-E. et S.-O. ou 0. soufflent sur la Mediterranee. 

Apres un calme d'un jour ou deux, de fortes bourrasques passent sur 
TEurope; leurs centres parcourent notre continent de TO. a TE. a la 
latitude de TAngleterre ; leur action s*etend jusque sur TEspagne. II en 
resulte pour cette contree, la Mediterranee et FItalie, de forts vents 
d'entre S.-E. et S.-O. ou 0. jusqu'k la fin du mois. 

La circulation atmosph^rique est encore plus accidentee pendant le 
moisde novembre, ainsi quele montre la carte d'eDsemble. Une tour- 
mente passe au commencement du mois du golfe de Gascogne sur Tltalie 
et I'Egypte ; les vents sont de FE. sur le N. de la Mediterranee, de TO. 
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sur le S.; le calme revient pour plusieurs jours. Le 8, une nouvelle 
tourmente suit les precedentes ; les vents sont d'E. sur les c6t6sde 
Provence, d'O. sur le golfe du Lion et les cotes d'Espagne; la Su^de et 
la Baltique sont sur le passage des bourrasques ; elles descendent sur 
la Russie vers la Gaspienne ou I'OuraK Le calme r^nesur le S. etl'O. 
de TEurope; il continue jusqu'au i4» jour oil une bourrasque com- 
mence a faire sentir son action sur les Iles-Britanniques et la Manche 
pour continuer sa route vers le N.-E. Une assez forte bourrasque a son 
centre, le 17, prfes des Feroe. Elle traverse TEurope du N.-O. auS,-E. 
Une autre apparait le 22 a TO. de TEcosse; elle descend un peu vers le 
S., pour remonter sur la Scandinavie et la Baltique; la Mediterran^e 
en ressent Tinfluence ; le N.-E. souffle en Provence, les vents des re- 
gions E. sur ritalie et TAdriatique. Les jours suivants, de fortes bour- 
rasques s'approchent de nos cotea ; bien que les Alpes prot^gent un 
' peu ritalie en empechant le mouvement rapide de Tair, ce dernier y a 
t;ependant une direction generale du S.; sa vitesse dans ce sens est 
grande sur le golfe du Lion, et 1^ vent y incline ^ TE. Les bourrasques 
continuent de traverser TEurope et donnent en passant des vents vio- 
lents de S.-O. sur toute la partie occidentale de ce continent. Le calme 
rfegne sur le midi ; une bourrasque, qui aborde le golfe de Gascogne et 
passe en partie sur la Miditerran^e, trouble cet etat a la fin du mois; 
sous son influence, des grains d'entre S.-E. et S.-O. passent de TO. k I'E. 
sur ritalie septentrionale et TAdriatique. 

lUsumS de la marche des courants giniraux en i865. — En resume, 
pendant toute I'annee 1 865 les courants generaux ont ete en moyenne 
diriges de TO. k I'E. Les bourrasques qu'ils entrainent nous ont permis 
de les suivre. Elles viennent toutes de TAtlantique, passent sur TEu- 
i^ope en suivant des trajectoires dont les directions varient d'O.-S.-O. 
— E.-N.-E. a O.-N.-O. — E.-S.-E., et sMnclinent peu a peu vers le S. 
Il mesure qu'elles s'eloignent davantage de leur point originel. 

Deux causes rfeglent le deplacement du lit des bourrasques : i^ la va- 
riation de leur point originel ; 3^ la variation de la zone d'aspiration. 

Nous ne pouvons dans ce court travail etudier Tinfluence de ces 
deux causes ; nous sortirions, du reste, des limites que nous avons du 
nous imposer. 
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Nous signaleroDS seulement en quelques mots, par des considera- 
lions tres-simples, rinteret qu'il y a a etudier la derniere. 

L'air est appele vers Tequateur thermique de tous les points voisins; 
cette zone joue le role d'une plaque chauffee plus que les corps envi- 
ronnants ; au-dessus d'elle l'air a un mouvement ascendant et il en 
afflue de tous les environs pour remplir le vide produit. L'equateur 
thermique se deplace en suivant le soleii ; la zone d'aspiration se de- 
place. M. Marie-Davy a, dans un ouvrage publie recemment, explique 
tres-clairement comment il y a pendant une moitie de Tannee un exces 
d'air dans un hemisphere, tandis qu'il y a exces dans Themisphere 
oppose pendant I'autre moitie de Tannee ; je ne reviens pas sur le fail 
de cette double pulsation annuelle de la grande machine atmosphe- 
rique. 

Tous les points de Tequateur thermique ne sont pas egalement 
echauffes. II en resulte que les courants de retour qui entrainent nos 
hourrasques ne se dirigeront pas indifferemment vers un point ou 
I'autre de cette zone, mais vers le point le plus echauffe, a moins que 
des obstacles physiques, tels que de hautes chaines de montagnes» des 
mers moins echauflees, ou meme leur vitesse acquise, ne les en empe- 
chent; dans tous les cas, une deviation appreciable de ces courants 
devra suivre un deplacement du point le plus chaud de Tequateur 
thermique. 

En hiver, les hourrasques passent generalement, soit tout a fait au 
N. de TEurope, cas oil elles sont entrainees vers I'E. en suivant le cou- 
rant marin chaud au N. de TAsie, soit sur la Russie en descendant sur 
la Caspienne et la Perse. 

Au mois de mars, nous voyons un changement brusque dans leur 
direction ; elles ont une grande tendance a marcher du N. au S. et don- 
nent sur une partie de I'Europe des vents violents des regions N. Cette 
tendance, encore sensible dans le mois d*avril, Test moins qu'en mars, 
et plus de hourrasques inclinent leurs trajectoires vers le S.-E. ou 
I'E.-S.-E. La marche reguliere vers I'E. a presque compl6tement repris 
en mai pour se continuer en juin. Pendant cette partie de I'annee, 
le soleii s'elevant au-dessus de Tequateur terrestre 6chauffe d'abord 
TAfrique, ou se fait surtout I'aspiration ; les terres asiatiques, a une 
latitude plus elevee, ne s'echaufTenl que plus tard. Le maximum de la 

Annates scientifiqucs de ftxole Normale supirieure. Tome IV. 3^ 
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temperature annuelle est atteint a Kouka (Soudan) des le mois d'avril, 
et cette temperature est beaucoup plus 61evee alorsque celle de Calcutta. 
Le maximum arrive dans cette demiere ville dans le courant de mai; a 
Kouka, la temperature, a partir d'avril, d^croit plus vite qu*a Calcutta ; 
les deux temperatures sonl egales en juillet. 

L*aspiration doit done se faire pendant le printemps vers rAfrique, 
ce qui donne aux bourrasques leurdirection du N. au S.; TAsie s'echauf- 
fant, Taspiration se deplace et ramfene en ete les courants d'Europe a 
leur direction normale. 

L'aspiration continue pendant Tete a se faire sur le continent asia- 
tique, mais elle y diminue rapidement, tandis qu'elle perd pen de son 
intensite en Afrique; en automne, I'aspiration doit produire un eiTet 
analogue a celui du printemps. On Tobserve, mais moins marque ; la 
cause de cette difference est visible dans l^s courbes de temperature 
ci-jointes; les temperatures de Tannee ne sont pas distribuees syme- 
triquement par rapport k un certain mois; il y a deux maximjay le se- 
cond plus faible que le premier. La cause de cette difference ,doit etre 
cherchee dans ces courants de re tour eux-memes qui, une fois pro- 
duits, tendent k diminuer la temperature de la zone tropicale. 



GHAPITRE IV. 

DES VENTS EN GftNfiRAL DANS LA MfiDrTERRANfiE. - CONaUSIONS RELATIVES 
AUX COURANTS ATMOSPHfeRIQUES DE CETTE MER TIRfiES D'APRtS LES CONSI- 
DERATIONS PRtCfeDENTES. 



La comparaison entre les vents observes en i865 et les trajectoires 
des bourrasques nous a mis en mesure de renverser la question et d^exa- 
miner les roses mensuelles resultant d'un grand nombre d'annees, pour 
en conclure le passage de certains courants generaux et les modifica- 
tions que leur font subir les circonstances locales. Les cartes des pluies 
que nous avons dressees pour les quatre saisons viendront corroborer 
nos conclusions. 
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Les direclioDS nooyenoes des vents a Marseille ont ete obtenues an 
moyeD d'obserratioos faites pendant vingt annees, de i84i a i860. Ces 
documents calcules et reduits en tableau onl 6te envoyes ^ TObserva- 
toire imperial de Paris par M. Yoigt, alors directeur de I'Observatoire 
de Marseille. Les observations ont M faites six fois par jour, Le N.-O. 
Temporte de beaucoup sur les autres vents; c'est le mistral (en patois 
proven^aU magistraou, maitre vent), si connu sur le littoral fran^ais de 
la Mediterranee. En hiver, il n'alterne guere qu'avec TE. et le S.-E. 
beaucoup moins frequents que lui; TO., le S.-O. et le N.-E. sont plus 
rares encore. A mesure qu'on avance vers I'ete, le N.-O., tout en res- 
tant dominant* c^de en partie la place a TO, au S.-O. et au S.-E., puis 
reprend peu a peu son empire pour regner pendant Tbiver. Le S.-E. 
presente une circonstance remarquable; il a deux maxima. Tun au 
printemps* Tautre a Tautomne. Les vents forts sont presque uniquement 
le N.-O. et le S.-E.; le premier o'a qu'un maximum pendant Thiver, le 
second en a deux, en mai et en septembre et octobre. Quelques vents 
forts d'O. et d*E. se melangent aux deux premiers. 

Explication du mistral. — On a longtemps ignore la cause du mis- 
tral, celebre par sa violence et quelquefois par sa tongue duree. On Ta 
attribue a un refroidissement subit du vent passant sur les Pyrenees ou 
les Alpes. M. Marie-Davy, dans plusieurs Notes publiees au Bulletin de 
robservatoire impdrial^ en Juin 1864. montre que la cause de ce vent 
n'est pas locale et que les mouvemeots qui lui donnent naissance se 
transportent vers I'E. eomme les bourrasques. 

M. Kaemtz, dans une communication faite a Tlnstitut, en juillet i865, 
et ins^ree au Bulletin de I'Observatoire imperial, le i3 de ce mois, montre 
par un tableau de pressions barometriques sur la France, TEspagne et 
I'ltalie, avant, pendant et apres le mistral, que c'est une veritable tem- 
pete venant de loin, et qu'it n'est pas dA a un refroidissement subit du 
vent passant sur les Pyrenees ou sur les Alpes. 

II est remarquable qu'a mesure que les etudes meteorologiques font 
des progrfes, on apprend a ne plus cbercber les causes de la plupart des 
pheuomenes dans les localit^s oil ils sont observes, mais a les rattacber 
tous a des causes generates preponderantes, auxquelles sont subordon- 
nees les circonstances locales. 

39. 
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On peut considerer des aujourd'hui comme un axiome en meteoro- 
logie la pensee exprimee par M . Marie-Davy dans le Bulletin de robser- 
vatoire imperial Aw 21 juin 1864 : 

t De petites causes, sans doute, peuvent produire de grands effets ; 
mais ia nature precede en general a plus grands traits. Ce qu'il nous est 
essentiel de connaitre, ce sont les mouvements gen6raux de Tatmo- 
sphere; eux seuls peuvent nous permettre de trouver la juste interpreta- 
tion des faits de detail. En procedant autrement, on s*expose a creer 
autant de meteorologies distinctes qu'il y a de regions difTerentes k la 
surface du globe. > 

Or, si Ton se reporte a Texamen de i865 fait plus haut, on y trouve 
I'explication des vents de N.-O., de S.-E., de S., d'E. et d'O. qui souf- 
flent fort aux diverses epoques de Tannee dans ces parages. 

Toutes les/ois que le mistral souffle, ily a un exces de pression atmo- 
spherique a tO. du gol/e du Lion. Quelle que soil Forigine de cette pres- 
sion, elle accompagne en toute saison le mistral. 

Examinons en detail I'etat atmospheriqiie de TEurope a differentes 
epoques de Tannee i865. Les cartes ci-jointes permettront de suivre 
facilement nos explications. 

Le 1 3 Janvier (voir PL /K), une forte bourrasque a son centre sur le 
N. des Iles-Britanniques; le mauvais temps s'etend de la Norwege au S. 
de TEspagne ; il gagne Tltalie, oil les vents ne sont pas encore forts; la 
pression de Tair sur cette derniere region est plus forte que sur la 
France; aussi le vent est-il fort'du S. dans le golfe du Lion; il est en 
meme temps fort d'entre S.-O* et N.-O. sur la France et TEspagne. Le 
mouvementatmospherique se transporte vers TE.; le centre est le len- 
demain matin sur la mer du Nord ; nous voyons les vents tourner rapi- 
dement a O.-S.-O. et 0. sur les cotes mediterraneennes de France, 
pendant qu'ils atteignent sur la France occidentale une violence extra- 
ordinaire de cette direction. Le S.-O. est devenu fort dans le golfe de 
Genes et le S.-E. dans le S. de Tltalie. La rotation continue et le N.-O. 
souffle fort le lendemain i5 sur les cotes de Provence; la depression 
barometrique franchissant les Alpes est parvenue sur TAutriche, les 
Provinces Danubiennes et TAdriatique. Une seconde depression baro- 
metrique suit la premiere, et deja le vent retourne a TO. sur le golfe du 
Lion, tandis qu'il est de N.-O. a Marseille et de N.-N.-O. k Toulon. 
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Le 6 fevrier de la meme annee (voir PL /K), une bourrasque a son 
centre le matin sur la mer Tyrrhenienne, une autre ^ TO. de Tlrlande. 
Entre ces deux mouvements tournants I'air est calme et le barometre 
haut. II est bas sur Tltalie et TAdriatique ; le mistral soufBe sur le golfe 
du Lion; le N.-O. souffle aussi sur TEspagne, le N.-E. sur la Toscane et 
TE.-N.-E. ou Bora a Trieste; Rome et Naples ressentent encore le S. 
La bourrasque du S. s'eloigne vers la Grece; les pressions s'egalisent, 
le N.-O. perd sa force ; cependant les vents d'entre E. et N. restent vio- 
lents le 8 en beaucoup de points de Tltalie et de I'Adriatique soumises 
encore a Taction de la bourrasque. Le tourbillon qui arrivait sur Tlr" 
lande a, le 8, son centre sur les Pays-Bas; il continue d'abord sa marche 
vers I'E., puis il descend vers le S.-E., et son centre arrive le lo sur 
les provinces danubiennes ; le baromfetre a mont^ trfes-haut sur le N. 
el ro. de I'Europe ; il est bas au S. et a TE. Les vents d'entre N. et E. 
ont partout une trfes-grande force, le* mistral devient violent, le Bora 
souffle a Trieste, et Tltalie est balayee par des vents d'entre E, et N. 
qui soufflent en tempete. 

Le N.-O. et le N. sont faibles le 19 fevrier au matin (voir PL V) sur 
les c6tes mediterran^ennesde France; une bourrasque a son centre sur 
la mer du Nord et se dirige vers la Baltique et la Russie. Son influence 
se fait sentir sur la France oceanienne par des vents forts d'entre S.-Ow^ 
et N.-O. Les vents sont faibles sur Fltalie et leurs directions y sont 
tres-variables; enfin, de fortes brises d'entre N. et E. soufflent sur leS. 
de TEspagne. La bourrasque marchant vers le S.-E., le baromfetre, 
d'abord assez haut sur TE. et le S. de I'Europe, baiss»e, tandis qu*il 
monte sur TO. Le N.-O. augmente de force ; il est trfes-fort le 21, jour 
oil des vents de N. regnent sur toute la France. Les fortes pressions 
s'etablissent sur le N.-O. de ^E^rope et le mistral ne diminue de vio-* 
lence que dans les derniers jours du mois. Une nouvelle bourrasque 
arrive sur les Iles-Britanniques, et le vent touriie k TO. le a8. La bour- 
rasque a son centre sur I'Ecosse et commence it envahir la France. Le 
calme rfegne sur Tltalie. 

En toute saison le mistral se produit dans les memes conditions. 
Examinons deux cas de mistral pendant T^te. 

Le a4 juin (voir PL F), de fortes pressions barometriques se mon- 
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trent sur le N.-O. de I'Europe^ le barometre indique 771 millimetres 
do pression ^ Valentia (Irlande), et 761 millimetres K Palerme. 

Le N.-O. souffle assez fort k Cette ; le vent est presque nul sur la Pro- 
vence, ritalie et I'Espagne. Le a5, la pression a augmente sur 4a France 
et sur ritalie» plus cependanl sur la premiere. Elle ^tait de 766 milli- 
metres a Brest le 34 6t de 761 millimetres k Palerme; elle est, le a5» de 
770 millimetres k Brest et de 76a millimetres k Palermo. Le mistral 
s*est propag^ jusqu'k Marseille; le vent est» le .?5au matin, presque nul 
du N.-O. k Toulon, modere a Marseille et assez fort k Cette. La hausse 
continue sur I'ltalie, et la baisse sur la France; le vent est, le ^6, faible 
d'O. a Cette, modern du N. k Marseille et assez fort de N.-N.-E a 
Antibes. 

Les trois jours que nous venons d'examiner sont une periode de 
calme pour le S.-O. de I'Europe. 

Le 2Q juin (voir PL F7), une bourrasque aborde TEurope; elle passe 
sur I'Europe centrale ; le vent, nul le 29 sur le bassin m^diterran^en, 
sauf a Alicante oil il est fort de N.-O., a pris de la force le lendemain 
3o sur tout le bassin occidental ; le N.-O. souffle sur le Languedoc et la 
Provence occidentale, le S.-O. k Antibes et sur le golfe de Genes, le 
N.-O. sur I'Espagne. La bourrasque se transportant vers TE., le baro- 
metre remonte sur la France; le N.-O. augmente de force sur le Lan- 
guedoc. 

Le mistral exige done pour sa production, quelle que soit la saison, 
les memos circonstances reunies. Que ce soit pendant une periode de 
beau ou de mauvais temps pour le S.-O. de I'Europe, il faut toujours 
un exces de la pression de I'air k TO. des Cevennes. Le mistral est un 
vent de poussee ; nous I'avons vu commencer a I'O. et finur k I'E. Dans 
certains cas, une bourrasque passant au N. du golfe du Lion, le mistral 
est un vent de tempete ordinaire; dans tons les cas I'exces de pression 
signale plus haut existe, mais, dans le cas d'une bourrasque, ce n'est 
qu*une circonstance concomitante et non une cause. L^ violence de ce 
vent est due a la forme de I'isthme pyren^en. Des que la direction gene- 
rale du mouvem€at atmo^h^rique depasse un peu TO. vers le N., le 
plateau central et le massif des Alpes d^vient le courant vers le golfe du 
Lion. Ce courant^ retreci entre les Alpes et les Pyrenees dans le sens de 
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la largeur, et par les Cevennes dans le sens vertlcaU constitue ixn rapide 
sur les cotes du Languedoc; de la une des causes de Texces de pression 
sur le versant N.-O. des C^veones et la diminution de pression sur la 
Mediterranee, Ik ou le vent conserve une vitesse qui n'est plus en rap- 
port avec la largeur du lit. 

De la aussi la violence du vent du N. dans la vallee du Rhone entre 
les contre-forts des Alpes et ceux du plateau central. 

De ce qui precede on pent conclure que, si le mistral doit ses qua* 
lites remarquables k des circonstances locales, sa premiere cause est 
liee k I'existence des courants generaux et des bourrasques, et qu'on 
peut I'annoncer comme un coup de vent ordinaire ('). 

Les coups de vent de S.-E. qui arrivent aux Equinoxes, les coups de 
vent d'E. de ces memes satsons s*expliquent de la meme maniere par le 
passage des bourrasques, et la disposition des pressions baroraetriques 
est, par suite, intimement liee k leur apparition. Les deux maxima du 
S. correspondent a des passages plus frequents de bourrasques dans le 
voisinage du golfe du Lion au printemps et en automne. Une bour- 
rasque a-t*elle son centre sur TEspagne, le golfe de Gascogne ou la 
France, le S.-E. souffle dans le golfe du Lion pour se changer en S. 
puis en S.-O. Une bourrasque passe-t-elle sur le Portugal, TEspagne, la 
Mediterranee et Tltalie, le vent est de S.-E., puis E., N.-E. et N.-O. sur 
le golfe du Lion. II suiBt de jeter les yeux sur les cartes resumees des 
differents mois en i865 pour reconnaitre la liaison entre ces deux 
maxima de S.*E. et le passage des bourrasques dans le golfe du Lion. 

Le mistral est le vent le plus sec de ces parages, parce qu'il s'est 
ass^che en passant sur les Cevennes ; il est en eftet pluvieux sur le ver- 
sant N.-O. de ces montagnes; les vents des regions E. ou S. y amenent 
la pluie, parce que ce sent des vents marins sur les cotes et sur le ver- 
sant S.-E. des Cevennes; ils sont sees sur le versant oppose. 

Le regime des vents change promptement pour Tobservateur qui de 
Marseille va dans le golfe de Genes en suivant les c6tes de France ; 
0. etE. dominent sur les cdtes de Provence vers Toulon, 0. -pendant les 



(*) Une communication Bur cesujet a 4t^ faite^ la Soci^t^ M^t^rologique de France dansr 
sa stance du i4 fi6yrier 1866. 
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nioisde mai, juin, juillet, aout et septembre, E. surtout en octobre; il 
domine aussi en novembre, deceiAbre et Janvier. 

Les brisesde rivages, ou vents solaires, dominent de mai a la fin de 
septembre; elles doivent leur nom a ce qu^elles suivent le soleil dans sa 
marche. Si le vent d'O., par lequel elles se terminent le soir, dure pen- 
dant la nuit et le lendemain matin, il prend de la force dans la journee; 
c'est alors une degeneresceni^e du mistral ou la consequence du pas- 
sage d'une bourrasque au N. de la contree. 

Le N.-O. ou mistral souffle par bourrasques en ete. Un fait curieux, 
c*estqu*il est modere apres une grande pluie et fort lorsqu'il succede 
a une petite pluie. Les nuages appeles balles de colon ou cumuli^ Tac- 
compagnent toujours el servent a annoncer son arrivee. Le mois d'aout 
est parmi les mois d'ete le plus fecond en coups de vent de cette region. 

II presente en general des caracteres tres-differents en hiver ; sa 
violence et sa duree sont beaucoup plus considerables ; dans cette saison 
il n'est plus produit par des mouvements d'air peu etendus, mais il se 
rattache a de fortes tempetes dont le centre passe au N. des Alpes et 
qui occupent une tr^s-grande etendue couvrant quelquefois presque 
toute TEurope. La tempSte passe-t-elle seulement sur les Iles-Britanni- 
ques, la France et TAllemagne, son arriv6e donne naissance a une com- 
pression de Tair contre les Alpes qui Tarretent dans son mouvenient, 
et une partie se precipite dans la Mediterranee par le deversoir qui lui 
est fourni. Le N.-N.-O. prend de la force. La bourrasque marchant vers 
I'E.-S.-E., la partie oil regne TO. s'approche d^sCevennes; le N.-N.-O. 
tourne a N.-O. et O.-N.-O.; la bourrasque passant, le vent retourne a 
N.-O. et k N. Si TEspagne et le Portugal sont compris dans le cercle 
d'action du meteore, le vent tourne de N. k 0. et S.-O.; il est tres-fort 
et devient terrible quand il retourne k 0. et N.-O.; mais alors une tem- 
pete violente passe sur TO. etle S. de FEurope. 

Je ne m*appesantis pas sur ce fait, que les nuages, marchant du N.-O. 
avec la forme de balles de coton annoncent Tarrivee d'un coup de 
vent de N.-O. Tout le monde comprend que, si un fluide se deverse par 
dessus un obstacle dans une masse du meme fluide moins comprimee, 
il commencera a communiquer son mouvement aux couches les plus 
voisines, et seulement ensuile aux couches inferieures qui ne sont pas 
soumises directement a son action. Or, les courants d'O. rencontrent 
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dans ristbme pyreneen ces obstacles sous la forme de moQlagoes. Les 
Cevennes et les montagnes du plateau central leur barreut en partie Ten- 
tree de la vallee du Rbone; les derniers contre-forts des Alpes et les 
moots de FEsterel protegent enfin les cotes de Provence centre Taction 
immediate de ces courants. 

Lorsque des bourrasques ont leur centre sur la Mediterranee et 
qu'elles la traversent de TO. ^ TE., ou qu*elles y sejournent plusieurs 
jours, les vents tournent vers TE. sur les cotes de Provence. 

Tant que les vents d'E. sont faibles, le ciel reste clair ; les nuages et 
la pluie suivent de pres leur augmentation de force. lis varient entre 
S.-E. et N.-E. pendant les gros temps; leur duree, egalant celle du pas- 
sage des bourrasques au S. des Alpes, pent Mre fort tongue; Tun d'eux 
a dur^ plus d'un mois, suivant Tamiral Berard. On doit s'attendre a ces 
coups de vent surtout en decembre, Janvier, fevrier et mars, mauvaise 
saison de ces parages ; ils alternent souvent avec les coups de vent des 
regions 0. et soufflent avec une egale violence. Nous avons combattu 
Texplication du mistral par Tinfluence des condensations brusques de 
Tair ou de son refroidissemeni subit en passant sur de bautes chaines 
de montagnes. Noussommes loin deconsiderer cette influence comme 
nulle; seulement, parmi toutes les causes qui influent sur les pbeno- 
menes naturels, les unes sont plus generates ; elles reglent Tensemble 
des faits et les font tons concourir vers un but unique au milieu d'in- 
nombrables irregularit^s apparentes ; d'autres causes moins generates 
doivent etre invoquees, sous la dependance des premieres, pour mon- 
trer la liaison de faits moins gen^raux, et Ton arrive, de proche en 
procbe, a tenir compte ainsi de tons les agents naturels, en laissant a 
chacun d'eux son importance propre. Tel est Tesprit de toutes les me- 
thodes propres a faire faire des progres aux sciences d'observation. 

Or, it arrive souvent que, s'il a plu ou s'il a neige sur les montagnes 
voisines, les cotes de Provence ne ressentent pas Teffet des vents du 
large ; ces derniers s'arretent aquelque distance du rivage, tandis qu'it 
souffle a terre de petites brises variables du N.-E. au N.-O. Le ciel est 
alors clair au zenith et I'horizon est cbarge d'une masse de nuages 
fixes. Get effet est du aux courants froids descendant de la montagne, 
et la bande de nuages fixes est a la separation des courants de montagne 
et des courants venus du large. 

Jnnalcs scicntifiques de Vtcole Normale superieure. Tome IV, 4^ 
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L'etude de toutes les circonstances locales de cette nature trouve sa 
place dans des monographiessp^ciales; les limites de ce travail ne nous 
permettent pas de les aborder. Si nous avons cite cet exemple, c'est 
pour montrer que nous ne meconnaissons pas Tinfluence des petites 
causes, mais que nous les subordonnons aux causes plus g^n^rales, qui 
sont lescourants generaux et les bourrasques qu'ils entrainent. 

Si nous descendons vers le S., nous verrons les vents dominants 
tourner le long des cotes d'Espagne de N.-O. a N. et N.-E. Les vents 
d'E, sont frequents en ete, c'est-k-dire en juin, Juillet etaout; en f6vrier, 
ce sont le N.-N.-O. et le N.-N.-E. qui dominent . Nous avons du reste 
vu la memo chose sur les cartes de i865. 

Au lieu des coups de vent de N.-O. du golfe du Lion, on ressent aux 
Baleares des coups de vent de N. lis ont une telle violence, qu'ils exer- 
cent une influence remarquable sur le versant septentrional de ces iles. 
Les plantes et les animaux y sont rachitiques, et I'espece humaine elle- 
meme ressent cette influence. Le versant meridional, au contraire, offre 
un aspect riant. 

Ces coups de vent ne changent jamais leur direction pour le S., et 
lorsqu'on est surpris dans le voisinage de ces iles par un vent de N.-O. 
qui fait presager un coup de vent, les pilotes conseillent de s'abriter au 
S. des Baleares. L'existence de ces coups de vent est liee comme celle 
du mistral au passage de bourrasques dans le voisinage et quelquefois 
meme a une grande distance. Seulement, nous n'admettons pasun rap- 
port aussi direct entre ces vents et le mistral, que parait le faire I'amiral 
Berard (*). 

c Les coups de vent de N.-Q., dit-il, quise fontsentir dans le golfe 
du Lion, arrivent a Mahon, aprbs avoir change leur direction au N. » 

Les cartes ^tudiees plus haut pour determiner les conditions dans 
lesquelles se produit le mistral montrent sufBsamment que tantot 
le mistral et le N. des Baleares soufileront ensemble ou successive- 
ment, ou que le mistral souffle sans que Tautre lui succfede ni le pr^ 
c^de. Ce qu'il y a de general, diso^s-le encore » c'est la bourrasque 
tournante. 

(*) Description nauiique des cStes de PJig^rie, par M. A. B^RARd, capilaine de corvette, 
suivie de Notes par M. de Tbssan, ing^nieur hydrogrephe; 1837. 
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Les Tents des regions N. regnent du reste pendant une grande paftie 
de I'annee de la Corse k TAtlantique; les Baleaies ne pf6sentent pas 
plus que les cotes de France un ph^nom^ne du k des causes locales. 
Les roses de vents de Lisbonne roontrent en effet que le N. et le N.-N.-O. 
dominent pendant toute Tannee sur les cotes du Portugal ; les vents les 
plus frequents j sont ensuite ceux deS.-O. ouO.-S.-O.; ils presentent 
deux nfiaxima en mai et juin, puis en septembre et octobre, c'est-a-dire 
aux memes epoques que les maxima des vents de S.-E!. sur tes cotes me- 
diterran6ennes de France; les tents de N.-N.-O. sont les plus nombreux 
pendant I'etede notre hemisphere, surtout en juilletet aout. Leur va- 
riation est liee a celle de I'alize qui, pendant ces mois, remonte jus- 
qu'aux cotes du Portugal. Elle Test aussi a la position de la trajectoire 
des bourrasques ; en 6t^ un grand nombre redescendent sur TEspagne 
et le Portugal, entrainees vers le grand d6sert^ au lieu de continuer leur 
route vers le N.-E. ou TE. comme d'autres le font, et comme il arrive 
en general pendant les autres saisons. 

Entre le cap Saint-Yincent et le cap Spartel, les coups de vent les 
plus desagr^ables sont ceux de S.-O. lis commencent en g^n^ral par une 
brisc d'cntre S. et S.-S.-O.; ils sont dus au passage de bourrasques 
toufnantes dont le centre est au N. de I'Espagne ou traverse cette region 
de ro. a I'E. ou du S.-O. au N.-E. 

Les cartes de Janvier i865 montrent des exemples de ce vent; on 
peut suivre le mauvais temps dont le centre aborde FEurope par les 
Ilcs-Britanniques ou le golfe de Gascogne et marche ensuite vers I'E. 

Nousavons vu ensuite en i865 le vent tourner au N.-E. plus fre- 
quemment a mesure que nous descendons vers le S. le long de la cdte 
d'Espagne; cet effet, du k ce que les montagnes arr&tent en partie les 
vents des regions 0., nese produit plus dans les fortes tempetes. Dans 
ee cas, I'atmospbere est fortement agit^e, et les montagnes n'offrent 
plus au vent qu'un obstacle insuffisant. On a done aussi dans ces pa- 
rages des coups de vent d'entre S.-O. et N.-O. 

Nous en diron»autant du detroit de Gibraltar, ou les vents d'E. et ceux 

d'O. sont dominants a cause de Torientation de ce canal. Ceux de TE. 

dominent ies autres en ete surtout^ comme nous Tavons remarque dejk 

en 1 865. L'alizey atteint, et ne pouvant s'alimenter par I'Espagne, il 

le fait par le detroit. 

4o. ■ 
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Les vents des regions 0. dominent sur le golfe de Gascogne; Madrid, 
soumis k ces influences diverses, a des vents tres-variables. 

L'influence de TEspagne^ avons-nous dit, cesse de sefaire sentir a une 
distance pen considerable des c6tes; nous voyons en effet les vents 
d'entre N.-O. et S.-O. reprendre en hiver leur empire sur les cotes 
d'AIg^rie; pendant cette saison, ils soufflent presque seuls, et ils domi- 
nent de septembre en mai ; ils tournent ensuite vers N. et quelquefois 
vers N.-E. Ils atteignent au N. leur plus grande violence. 

Pendant T^te, les vents des regions 0. cedent la place k ceux des 
regions E., variant principalement entre N.-E. et S.-E. ou E. et S., 
suivant les points. 

Ce fait n'est pas particulier aux c&tes ; les observations faites k Tbo- 
pital militaire de Biskra (^), de i845 a i853, montrent en effet dans 
cette locality, situee sur les confins du desert, deux vents dominant de 
beaucoup les autres : 

Le N.-O, et le S.-E., le premier en hiver, le second en ete et pendant 
la plus grande partie de Tautomne. 

Nous avons dejk fait voir en parlant du mistral la liaison entre les 
vents en Italie et les courants generaux; nous avons aussi remarque une 
rotation apparente de Fair dans Tanse formee par les Alpes pendant 
Tannee i865. Les moyennes d'un grand nombre d'ann^es conduisent a 
des resultats semblables. L'inspection des roses des vents k Rome, 
Livourne, Forli, Udine, Yenise et Turin le montre immediatement. Les 
vents forts sont sur les cotes du Pi^mont et de la Toscane surtout d'E. 
et deN.-E. en hiver, d'entre S.-O. et N.-O. en et6. Cette derni^re cir- 
constance vient seule y troubler la beauts de I'ete; Thiver est caracte- 
rise par de violents coups de vent accompagnes de pluies d'orages, 
mais les vents du N. balayent promptement I'atmosphere. 

La mer Tyrrb^nienne est tr^s-tourmentee par des coups de vent de 
S.-O.; on pent voir dans le paragraphe ou nous indiquons la cause du 
mistral, que le S.-O. observe dans les parages de la Corse n'est pas plus 
une degenerescence du mistral que ne le serait le N.-O. ou le S. Tons 
les deux prennent naissance dans des conditions generates don nees, qui 

(*) Observations publics dans VAnnuaire de la SociM M^teorohgique de France pour 
i854. 
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sont le passage des bourrasques, et les cartes discutees plus haut don- 
nent des exemples de mistral avec des vents tres-divers sur les mers et 
la terre italiennes. 

Si TinflueDce du voisinage des montagnes empeche quelquefois sur 
les cotes de Provence I'arrivee des vents du large, qu*elle remplace par 
de petites brises de terre, elle est sensible aussi sur le% bords du golfe 
de Genes et en Corse, partout en un mot oil de profondes vallees et des 
ravins bordes de montagnes trfes-elevees s'ouvrentsur la mer. Les baies 
oil viennent deboucber les ravins et les vallees sont le siege de coups 
de vent tres-violents, dont Taction s*etend peu. Nice meme, dont le climat 
est si cobhu pour sa douceur en biver, n'est pas exempt de ces brises 
subites, qui y rendent I'ete souvent desagreable pour les malades. 
L'amiral Smyth sentit lui-meme sur les cdtes E. du golfe de Genes et 
de la mer Tyrrbenienne ces coups de vent, bien qu'au large regnat une 
fraiche brise de S.-O. 

La cb^leur de I'ete est souvent dans les eaux corses diminuee par 
des vents violents qui descendent des montagnes. L'un d'eux, tres- 
connu sous le nom de Ubeccio sur la c6te orientale, vient du S.-O.; 
quand il souffle, tantot il s'etend a peu de distance sur la mer, sa duree 
est faible et ce n'est qu'une brise locale ; d'autres fois il se rattache 
comme les autres vents aux bourrasques voyageuses ; il tourne alors a 
rO., puis au N.-O. et au N. La soudainete de ces vents cotiers force les 
marins de ces parages k employer des vergues qui peuvent se carguer 
en un instant comme la voile latine. 

Les vents d'entre N.-O. et N.-E. causent souvent de nombreux desas- 
tres de decembre a mars sur les cotes non abritees de la Corse. Le S.-O. 
precede, en general ces vents, il a parfois beaucoup de force aussi sur 
la cote occidentale. C'est pendant un Ubeccio, que la SdmiUante s'est 
perdue dans le detroit de Bonifacio. 

Sur la Sardaigne et tout autour, les vents dominants sont d'O.-N.-O. 
variant a N. et E. Le rapport des premiers aux seconds est environ de 
4:2 k 29; les vents d'E. sont bumides et malsains, les autres sees et sains. 
Le mistral ou vent deN.-O., souffle souvent etavec violence; son effet 
sur le district de Narra expose k son action est analogue k I'effet des 
vents de N. sur le versant septentrional des Baleares. Le vent d'O. 
amene toujours de la pluie; quand il tourne k S.-O.^ sa violence cause 
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bien des degats. Les vents du S. n'arrivent qu'en hiver et battent vio- 
lemment les baies qui leur sont ouvertes. Le gregaleou N.*E., en Sar- 
daigne comme en Corse, a, dit-on, deux faces, car il est tres-incon- 
slant, aoufflant par rafales. II est accompagne d'abondantes averses. 
Le vent d'E., ou bentu de Solo, est annonce par une couronne de nuages 
^ la Crete des montagnes; il est ordinairement accompagne de tres-forts 
eclairs; sa grande bumidite le rend incomooode lorsqu'il dure long- 
temps. Le vent de S.-E. possede encore plus que I'E. des proprietes d^- 
bilitantes a cause de sa richesse en vapeur d'eau; il regno sur toute la 
mer Tyrrhenienne et le golfe de G6nes; la Sicile, Tltalie, la Sardaigne 
et la Corse ressentent rinfluence de ce vent orageux et bumide. 

La Sicile est bien propremeut Tile centrale de la Mediterran^e et elle 
presente aussi un 6tat moyen par rapport au vent et a Tetat du ciel. 
Pendant que le soleil est au N. de I'eqnateur, le ciel, bien que presen- 
tant rarement le bleu fonce des tropiques, est clair et brillant; aprcs 
Tequinoxe d'automne, les vents deviennent imp^tueux et Tatmospb^re 
< omparativement chargee, les brouillards et la ros^e augmentent, sur- 
tout sur les cotes, et il tombe d'abondantes averses. Les vents sont en 
general tres-cbangeants. Le N. et TO. dominent; ils sont sees et sains 
et donnent un ciel pur et un sentiment de bien-etre; les babitants de 
Palerme pr^f6rent le mamatik, variety de mistral. Les vents d'E. k S. 
sont forts; ils amenent des brouillards roalsains et ils sont souvent 
accompagn^s de fortes averses et d'orages. A Palerme, le sirocco est 
particulierement desagreable, bien que cette ville soit au N.-O. de 
Tile; mais elle est dans une plaine environn^ de hautes montagnes, et 
\es^ rayons du soleil se eoncentrent sur la ville. 

Leur position geograpbique rattaebe k la Sicile les iles de Gozzo et de 
Make situees au S. Ces iles ont le climat le plus constant de TEurope. 
Cependant il souffle quelquefois des vents d'un caractbre orageux et 
accompagnes de pluies vraiment tropicales. Les plus violents sont ceux 
de N.-E. Le S.-O. est le plus cbau<i des vents d'et^ ; souvent il dess^che 
et brule tellement les campagnes, qu'on perd tout espoir de recolte. 
L'echaufTement extreme de la surface calcaire de Malte y rend les Mn» 
d'ete insupportables, surtout dans le mois d'aout. 

Le sirocco, ou vent de S.-E., est encore dans ces parag-es Thote le 
plus desagreable. Quand il commence a souffler, Tair est lourd et bro- 
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mcux, et de longs nuages blancs s'^tendent un peu au-dessous du sam- 
met des montagnes jusque sur la mer, parallelement k rhorizon; il finit 
sou vent par un calme soudain auquel succbde un vent de N.-O. Le tlier- 
momfetre n'indique au commencement aucune variation notable, mais il 
monte ensuite a aS degres, et dans les cas rares k a8 degr^s. L'action 
de ce vent sur nos organes, due a sa grande humidite, fait croire, au 
premiejabord, que sa temperature est plus elevee. L'hygrom^tre monte 
beaucoup et le barom^tre descend. Ge vent debilitant ne dure, par 
bonheur, pas plusde huit jours; ces caracteres, il les conserve jusqu'en 
Corse, oil nous avons frequemment observe ces nigmes ph^nomenes sur 
le versant oriental de File. 

Entre le Delta du Nil et TAdriatique, les vents sontsur mer d'O., 
comme nous I'avons vu pour Tann^ i865; ils tournent vers TE. par 
le N. Ils soufilent souvent avec violence et k Timproviste. Le temps y 
est generalement beau : Tardeur de I'^te est temper^e le long des cdtes 
par des vents venus de la haute mer, et les vents y sont remarquable- 
ment doux. 

Quand le soleil s'approche du tropique du Cancer, les vents tournent 
vers N. et y restent d'une maniere assez continue pendant tout Tete ; 
quand le soleil retourne dans Themispb^re austral, les vents retournent 
vers S. et 0. Ces vents de N., qui dominent pendant toute la saisori 
chaude. sont dus k Taspiration exerc^e par le Sahara et TArabie sur 
les courants g^n^raux qui viennent de TAtlantique et traversent TEu- 
rope, ainsi que nous Tavons expliqu^ plus haut. Et, en effet, les vents 
les plus forts de ces regions sont au commencement du printemps 
d*entre N. et E. etd'entre S. et 0., ou N.-O aux autres epoques de 
Tann^e, comme il doit arriver dans une region sur laquelle passentdes 
bourrasques de TO. k TE. ou de rO.-N.-O, a TE.-S.-E., le centre etant 
au N. du lieu d'observation; nous avons vu qu'alors les vents, surtout 
les forts, varient d*entre S. et N. par 0.; puis, si des bourrasques sedi- 
rigent du N. au S. ayant leur centre k TE. du lieu consider*, les vents 
forts varieront entre N,-0. et N.-E. Quant aux coups de vent du S., leur 
explication est la mdme que celle du sirocco. 

Les vents de N. soufilent aussi presque constamment en ete sur Tar- 
chipel grec et sont connus depuis longtemps sous le nom de vents St^- 
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siens. lis commencent apres le solstice d'^te et durentquelquefois jus- 
qu'a la fin de Tautomne. lis sont interrompus surtout vers Tepoque des 
solstices, c*est-a-dire des jours les plus longs etdes jours lesplus courts, 
par des vents de S.-E. et de S.-O. qui soufflent avec une grande force; 
en hiver cependant les coups de vent de N. sont encore plus k craindre 
et sont souvent accompagnes de neige ou de grele. Les vents etesiens 
acquierent quelquefois en ete une violence extraordinaire, et, bien 
qu'ils soient utiles aux navigateurs, ils ne laissent pas d'etre parfois 
pernicieux, froids et chargeant Fhorizon d'epaisses vapours. Ils nuisent 
quelquefois beaucoup a la vegetation, et, a peine ont-ils souffle quel- 
ques heures, que les sommets des montagnes d'Albanie et de Grfece se 
couvrent de neige. L'examen de cartes synoptiques fait comprendre 
que ces vents sont dus, dans ce cas, a des bourrasques traversant la 
Russie et TAsie-lVlineure du N.-O. au S.-E. et exerQant leur influence 
sur la Mediterranee orientate, tandis que les vents forts de S.-E. et de 
S.-O. sont produits par des bourrasques courant de TO. k I'E. en tra- 
versant TEurope diagonalement et agissant successivement sur toute la 
Mediterranee; leur centre, etant k une latitude plus ou moins elevee, 
produitcette difference de vent. 

Reniontons-nous vers le N.-E., la tendance des vents de N. a do- 
miner devient de plus en plus marquee ; pendant la plus grande partie 
del'annee, le N. etle N.-E. regnent a Constantinople; Soulina (*) et 
Odessa la montrent dans leurs roses de vejit avec une concordance re- 
marquable. Aprfes avoir doming pendant les mois de decembre et de 
Janvier, les vents des regions N. font rapidement place, en fevrier et 
marS; a ceux des regions S. Ce fait concorde avec ce que nous avons vu 
des bourrasques, qui, a ce moment de I'ann^e, traversent I'Europe cen- 
trale du N.-O. au S.-E., quelquefois meme du N. au S. Les vents des 
regions S. diminuent en avrii, mai, juin, epoque a laquelle ils presen- 
tent un minimum ; ils augmentent une seconde fois de nombre pen- 
dant les mois de juillet, aout et septembre, diminuent brusquement en 
octobre ctfmme ils ont augmente en fevrier, restent peu nombreux en 
novembre et croissent de nouveau en decembre, pour redevenir pres- 
que nuls en Janvier. Les variations de ces vents sontli^esk Tamplitude 



(*) Soulina est situ^ k i'embouchure du Danube. 
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des courants generaux ; les bourrasques passent au N. de TEurope et 
redescendent vers le S. sur la Sibeirie. EUes n'agissent pas alors en 
general surTEurope meridionaley qu'une seconde ligne de bourrasques 
borde au S., produisant dans les regions que nous etudions des vents 
d'entre N.-O. et N.-E. Le mois de decembre fait exception a cause de 
la grande sphere d'action des bourrasques de ce mois; on sait que, 
souvent, leur centre passant sur le N. de TEurope; elles etendent leur 
influence sur tout le continent, y donnant jusqu*en Algerie et.en Asie- 
Mineure des vents d'entre S,-0. et N -0. 

Les courants ont plus d'amplitude en ete, et le trop-plein de Tair 
dilate de notre hemisphere se porte vers Th^misphere austral; les bour- 
rasques ont moins d'^tendue ; elles passent en grand nombre au S. des 
Alpes. Gependant, celles qui passent au N. de ces chaines (raversent 
les Pays-Bas, FAllemagne, la Pologne et la Russie meridionale, pour se 
dinger vers la haute Asie; leur action s'etend sur la mer Noire e-t y 
occasionne des vents d'entre S.-E. etS.-O. tournant a N.-O. 

Telle est la cause de la recrudescence des vents des regions S. qui 
s'observe dans cette saison. 

II nous resle a examiner les vents de I'Adriatique et de la haule 
Italic. lis suivent en general a peu pres la direction de I'axe de cette 
mer et lui sont rarement tout a fait perpendiculaires. Assez constants 
et d'entre S. et E. dans la partie meridionals les vents sont tres-varia- 
bles au centre et au N. de I'Adriatique. II ressort cependant un fait de 
I'examen des roses mensuelles des vents k Forli (*), Venise (**) et 
Udine (***). (Cette derniere ville est dans le Frioul, non loin de Trieste.) 
Le N. domine pendant I'hiver, leS. pendant Tete. On.voit a Venise le 
vent, presque uniquement des regions N. en decembre, Janvier et 
fevrier, tourner vers E. et S. en mars,.avril, mai et juin; le S. domine 
dans ce dernier mois; la rotation en sens inverse se fait sentir des 
juilletet continue jusqu'en decembre. 

II sufFit de Jeter les yeux sur les cartes journaliercs deja^ discutees, 



(*) Observations extraites du Bulletin de VObscrvatoire da College romain. 

( ** ) Observations tiroes du CUmat de Venise^ par MM. Giacintho Namias et Antonio Berti. 

(**') Le Climat d'Udine, par Yebgbllio. 

Annales scientifiques de Vtcole Normalc supirieure. Tome IV. 4' 
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pour reconnaitre que tous ces vents sent en liaison immediate avec le 
phenomene general dont la connaissance sert de base a notre etude> je 
veux dire la bourrasque tournante avec toutes les propri^tes qu'on lui 
connait. 

Dans les environs de Trieste souffle a des intervalles irr^guliers, et 
surtout en ^te, un vent tempetueux» appele Bora par les gens du pays. 
Sa violence et sa seotieresse extreme le font redouter beaucoup. Tantot 
il ne dure que peu d*instants» tantot il persiste plusieurs jours de suite. 
II peut etre compare au mistral et parait souvent le depasser en secbe- 
resse. Ici se pr^sente comme pour le mistral une bypoth^se, simple en 
apparence, qui consiste k le considerer comme du k un refroidissement 
et a une dessiccation subite de Tair passant sur les Alpes. Ce vent n^est 
pas plus le produit de circonslances locales que le mistral et le 
sirocco. 

Jl soufflait au commencement de fevrier i865 ; or, nous voyons que, 
le 6 de ce mois {PL IV) 9 une bourrasque a son centre vers les iles 
Lipari. Sous son influence, les vents sent forts de N.-E. sur la Toscane, 
de N.*0. sur le golfe du Lion et TEspagne, et assez forts de I'E. sur 
TAdriatique. Le surlendemain , 8, la bourrasque a marche vers ie 
S.-S.-E., et les vents tournent au N. en gardant une grande force sur 
ritalie et TAdriatique, pendant qu'ils diminuent sur la France et TEs' 
pagne. Le lendemain, 9, la bourrasque continue de s*eloigner; apres 
une journee de calme relatif, une autre lui succ^de le 10, el les vents 
reprennent la meme marche que precedemment. Le Bora, dans eet 
exemple, est loin de se montrer comme un phenomfene local. 

Le 20 f6vrier, des vents violents des regions N. accompagncnt, sur la 
mer du Nord, TAngleterre et la France, une bourrasque dont le centre 
est sur la Suede meridionale; TO. souffle fort sur TEurope centrale, et 
le S. ou le S.-E. sur la Baltique russe. Le m^t^ore est gene par les 
Alpes dans sa marehe vers le Sm et le vent retourne au S.-O. sur les 
peotes de ces montagnes; il souffle fort de N.*0. dans I'isthme pyre- 
n6en, de S.^0. sur le golfe de GSnes et de S.-E. sur I'Adriatique sep- 
tentrionale, tandis qu'il a eiacofe peu de force sur lltalie meridionale et 
la Sicile. Le mauvais temps marche vers le S.-E.^ et, des le soir du ao, 
des orages ^clatent sur rAdriatique, tandis que le vent prend de la 
force de S. k Naples. II reste faible a. Paterme. 
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Le lendemain matin, le N. et le N.-O. ont redouble de violence surle 
golfe du Lion; le N. devient tres-fort h Romet et les vents ont tourne a 
N. ou N.-E. sur toute la Peninsule et sur rAdrialique. Trieste, Livourne 
et Florence, mieux abrit^ par les Alpes, sont encore dans le caloie. 
Des orages eclatent le soir sur TAdriatique, et le vent devient violent 
de N.-E. a Lessina, fort de N.-N.-E. a Ancone, mod^re de N.-O. a 
Naples et a Livourne. Le vent modere d'O. le matin, a Palerme, y de- 
vient le soir fort de TO.; un orage delate ; il neige et il grelo; 

Le 23, au matin, le vent est tr^s-fort de N.-O. a Palerme; il y souffle 
le soir en ouragan de N.-N.-O.; il est encore fort de N.-E. sur TAdria- 
fique, de N.-N.-O. a Rome; I'E. souffle fort a Trieste, et le N.-E. a 
Antibes, pendant quele mistral continue sur le golfe du Lion. Le S. re- 
vient sur Tltalie moyenne, et le calme se retablit le lendemain et les 
jours suivanLs, se transmettant comme le mauvais temps du N.-O. 
au S.-E. 

Une bourrasque qui traverse TEurope de TO. k I'E., du 12 au 
1 5 juillet de la meme annee, donne le 12' : a Florence etk Livourne, des 
vents des regions 0., et le soir des orages; k Rome, des 6clairs durant 
cette journee; a Naples, de la pluie pendant la nuitdu 12 au i3. Jus- 
qu'alors, les vents sont restes d'E. k Trieste; on y ressent, le i3, de 
6 heures a g heures du matin, une bourrasque d'entre 0. et N., et un 
orage delate a Lessina; les vents tournent au N. sur toute l*Italie; puis, 
au N.-E., ils y restent le jour suivant, et Lessina seulement signale du 
mistral fort dans la soiree du i4 juillet. 

Pendant ce temps, une bourrasque tres-etendue traversait TEurope ; 
arretee par les Alpes, elle s'^tait divis^e, et^ le i4> son centre 6tait sur 
TAsie; le calme ^tait revenu sur TEspagne, la France, TAIlemagnc et 
la Russie. 

Les * autres vents qui soufflent dans ces parages sont aussi lies au 
mouvement general dc Tair d'une maniere toujours identique. Les 29 
et 3d juin, et le i*' juillet, deux bourrasques se suivant de tres-pres 
traversent TEurope de TO. a TE.; la serie des trois carles ci-jointes 
{PL VI) montre suffisamment le transport du mauvais temps et la 
liaison entre sa marcbe et la rotation du vent, d'apr^ les principes ex- 
poses au commencement de ce m6moire. 

Les plus petits accidents atmospb^riques, tels que les orages de peu 

4i. 
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(le daree, de petits coups de vent insuffisants pour inten'ompre une 
periode de calme, se rattacbent h la circulation g^n^rale, et les mouve- 
ments de Tair qui les engendrent se transportent avec te courant 
general. On le suit comme k la piste, si Ton a a sa disposition un reseau 
assez compacte d'observations. Ce fait demontre completement, d'apres 
les inspirations de M. Marie-Davy, dans un travail de M. Fron, sur les 
orages de France, se rattache trop indirectement a mon sujet pour que 
je donne de nouvelles preuves de son exactitude; on a pu, du reste, en 
suivant les discussions prec^dentes, reconnaitre toujours les bourras- 
ques avec leurs caracteres, leur c6t6 dangereux, le mauvais temps et 
les vents violents qui les distinguent. 



CHAPITRE V. 

PLUIES. 



Pluies. — Les courants generaux dont nous avons montre la distri- 
bution sont, a la surface de I'Europe, surtout des courants marins ; ils 
viennent de I'O. et s'inclinent plus ou moins vers le S., suivant les epo- 
ques de Tannic, pour retourner a la zone d'aspiration d'oii ils sont 
partis. lis se depouillent de leur bumidite en passant sur I'Europe et 
arrivent presque sees en Russie, au moins dans la partie meridionale ; 
au dela, sont les deserts arides de TAsie et de I'Afrique, sur lesquels 
ne passe que de Tair dessecbe. 

II en resulte qu'on trouve de moins en moins de pluie sur notre con- 
tinent k raesure qu'on en considere des points plus orientaux, et que 
sur TEurope orientate la pluie doit etre de plus en plus rare quand on 
descend vers le S. La consequence est que les courbes, passant par les 
points oiiil pleutegalement, doivenl etre comme les cdtes d'Europe di- 
rigees du S.-O, au N.-E., les courbes de precipitation maxima etantles 
plus occidentales. 

Les asperites du^sol modifient cette distribution de la pluie tout en 
lui laissantson caractere general. Des montagnes pouvant arreter des 



Digitized by 



Google 



DE l'atmospherk. 323 

courants d'O. et les relevant sur leurs rampes favorisent evidemment 
la precipitation de la vapeur d*eaa qu'ils renferment par suite de la di- 
minution de temperature, a mesure qu'on monte dans Tatmospher^; le 
cole occidental d'une chaine doit done recevoir plus d'eau qu'il n'en 
tomberait au meme lieu, si la chaine n'existait pas, et le cote oriental 
abrite contre Taction directe de ces courants doit en recevoir moins. 
Aussi» remarque-t-on que les courbes s*inflechissent dans le voisinage 
des hautes montagnes sur le penchant occidental desquelles on voil des 
maxima. On sait aussi que la pluie tombe plus abondamment en ^te 
dans le N., le centre et TE. de TEurope, k Texception des c6tes» tandis 
que dans le midi la pluie tombe ^urtout en hiver, et entre ces deux re- 
gions le maximum de pluie est en automne. Le nombre des jours de 
pluies est beaucoup plus grand que dans le N., mais les pluies du midi 
sont torrentielleSy ce qui est bien plus rare dans le N. 

Dans le midi, on est sous le regime des pluies tropicales dues aux 
contre-alizes. l)ans le N., cette influence disparait peu k peu, mais alors 
survient le contre-alize prolonge sur le Gulf-Stream. 

Les cartes de Mediterranee ci-jointes [PL II et PL III) domient la 
distribution des pluies par saisons4Bur cette partie du monde; la plupart 
des documents qui nous ont servi pour les dresser sont extraits de 
VAnnuaire de la Societe Mitiorologique de France. 

L'automne est la saison pendant laquelle tombe le maximum de 
pluie dans toutes les stations de cette carte; T^te correspond au mini- 
mum. II existe en automne plusieurs maxima. Le plus considerable est 
sur le N.-O. de la p^ninsule Hispanique. II persiste pendant les autres 
saisons en perdant de son intensity. II decroit tres-rapidement vers TE., 
et tout pres de ce maximum se trouve un minimum aussi remarquable 
au S.-E. de I'Espagne. L'Andalousie, la Murcie et une partie de la Cas- 
tillo sont des coutrees presque sans eau; dans la Murcie, il se passe des 
annees sans qu'il tombe une goutte d'eau. Le climat est tout a fait saha- 
rien, et Ton pent mSme en quelques points culliver le dattier et la 
canne a Sucre. 

Les courbes s'infl^chissent vers I'E., de maniere k prolonger le maxi- 
mum le long de la vallee de TEbre et des Pyrenees. 

Un second maximum existe sur le versant occidental des Alpes; il se 
prolonge sur le N. du plateau central de France en diminuaht assez 
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rapidemeDl d'intensite, et, vers le S., ie long des Alpes, du Daupliine 
et des Alpes marilimes. 

Pres de ce maximum est encore un minimum dans la plaine de la 
Crau et la partie basse de la vallee du Rhone. Ge minimum, moins bien 
marque que le pr6c^dent, se relie avec une region k pluie minima qui 
longe la partie S. du plateau central et suit la vallee de la Garonne jus- 
qu*k Bordeaux. 

Le golfe de Genes presente en toute saison un maximum ; il suit les 
pentes meridionales des Alpes Liguriennes et le versant occidental des 
Apennins ; il diminue d*intensite vers le S. 

On voit enfin un dernier maximum sur la Venetie et le Frioul ; assez 
considerable a cette ^poque de Tannee, il persiste dans toutes les sai- 
sons. Une precipitation assez abondante se produit sur la plaine du Po. 
a peu pres egalement sur les deux versants, et elle augmente avec Tal- 
titude. Le maximum se continue done en diminuant d'intensite vers 
rO. pour se relier avec celui du golfe de G6nes. II diminue tres-rapide- 
ment vers le S.-E. sur TAdriatique. La quantite d*eau tomb^e garde a 
peu prfes la memo valeur sur les deux cotes de cette mer; elle diminue 
tres-vite a TE. des Alpes lllyriennes et Dalmaliennes, et elle est trfes- 
faible sur la vallee du Danube et la region des Karpathes, tout en gar- 
dant une valeur un peu plus considerable sur le versant occidental de 
cette chaine. Le minimum d*Espagne fait suite au desert du Sahara, 
mais ils sont separes par une bande pluvieuse longeant le rivage de 
I'Algerie et de la Tunisie septentrionale. Cette bande fait suite au 
maximum espagnol. 

Nous voyons, en effet, a Alger, une moyenne de 200 millimetres 
d'eau et une moyenne de 100 millimetres k Oran et a Mostaganem. 
Pour peu qu'on descende vers le S., la quantite de pluie diminue rapi- 
dement, et Biskra, sur les confins du desert, ne regoitplus que 5 mil- 
limetres d'eau, quantity tout k fait insignifiante. 

Hwer. — Nous retrouvons en hivef un maximum sur le N.-O. de 
TEspagne et du Portugal, et un minimum sur le centre et TE. de la 
Peninsule. Le maximum est moins considerable qu'en automne; ainsi, 
pendant cette demiferesaison, il tombe ^ Co'imbre (Portugal) raoo mil- 
limetres d'eau, et il n'en tombe que 600 millimetres en hiver; la pluie 
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est moios abondante sur le N. de la presqu'ile; il en tombe en plus 
grande quantite sur le S. 

Le liUor^l atg^rien parlicipe a cette augmentation, et la quantite 
d*eau varie dans les differentes villes de 3oo a 4oo millimetres. Biskra 
meme subit un accroissement de 5 k i5 millimetres. La variation est 
insensible sur Tllalie meridionale, mais il y a sur le N. une diminu- 
tion notable jusque dans les deux maxima que Ton trouve dans les 
mSmes regions. 

Le meme effet se remarque sur la France, ou la zone qui s*etend du 
golfe de Gascogne au plateau central est encore le prolongement du 
maximum d'Espagne, tandis qu'on observe un minimum peu accentue 
de Nimes a Valence, en suivant la vallee du Rhdne. 

Si Ton trouve peu de changements sur TAutriche, on voit une dimi- 
nution notable sur les pentes occidentales des Karpathes; la quantite 
de pluie s'y est abaissee de loo a i6 millimetres; elle est restee 
variable entre 5o et loo millimetres sur TAutriche, et elle est de 
5o millimetres a TE. des Karpathes. 

Enfin la mer lonienne et TAdriatique meridionale out subi une 
augmentation de 190 millimetres, tandis que Ton observe dans les ties 
Illyriennes une diminution de soo a loo millimetres. 

Printemps. — La pluie se reporte vers le N. dans cette saison; sa 
quantite diminue sur les cdtes d'AIgerie de 4oo k 200 millimetres; elle 
est restee a peu pres la meme sur les hauts plateaux de Biskra; elle 
augmente de 3oo k 4oo millimetres sur les c6tes de TAdriatique, et de 
:2oo k 3oo millimetres sur le plateau central de la France. Les maxima 
d*Espagne et d*Italie occupent toujours les memos positions; celui 
d'Espagne s'est resserre entre Coimbre, Santiago et Oviedo; au lieu de 
700 millimetres tombant en hiver au detroit de Gibraltar, il n'en 
tombe que 260 millimetres; en revanche, suivant le mouvement gene- 
ral indique plus haut, la precipitation a beaucoup augmente sur le N.; 
elle a varie de 3oo a 5oo millimetres a Oviedo. 

Le maximum du N. de TAdriatique a un peu augmente de hauteur, 
de 35o k 4oo millimetres; la precipitation s'est legerement accrue 
dans la plaine du Pd. En revanche, elle a diminue sur le golfe de 
Genes, Tltalie et TAdriatique centrale et meridionale. On observe tou- 
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jours sur cetle mer ud minimum s'elendant a TE. des derniers contre- 
forts des Alpcs sur TAutriche. Nous avons fait remarquer qu'en au- 
tomne la precipitation se fait en plus grande quantite sur le versant 
occidental des Karpathes qu'a VE. de ces montagnes; la precipitation 
restee constante a I'E. a beaucoup diminu^ pendant riiiver a TO.; elle 
y est devenue presque nulle. Elle augmente au printemps, devient de 
95 millimetres a VE.^ varie de 68 a 90 millimetres a TO.; elle est gene- 
ralement plus faible sur les parties basses de TAutriche. Si le maxi- 
mum d'Espagne a diminue de valeur, surtout dans le S., la quantite de 
pluie a augmente au centre et a VE. depuis rhiver; ainsi elle a varie a 
Madrid de 4o a 60 millimetres; Taugmentation a par suite ete moindre 
dans I'E. 

Quant au centre el au S. de la France, nous y trouvons des varia- 
tions sensibles, mais paraissant autanl liees a des circonstanees tout a 
fait locales qu'a un fait general. Cependant la precipitation qui avait, 
depuis I'automne, beaucoup diminue dans le N. de la vallee du Rhone 
et sur le N. du plateau central, est redevenue plus abondante dans ces 
regions; elle n'a pas change sur le S. de la vallee du Rhone et la Pro- 
vence; elle y est restee plus faible qu'en hiver; enfin elle a augmente 
sur ro. des Cevennes et des montagnes du Forez pour rester a peu pres 
constante sur TOcean. 

Ete\ — La quantite de pluie devient presque nullc sur le S. et I'E. 
de la peninsule Hispanique, I'Algerie, la Sicile, I'ltalie meridionale et 
presque toute TAdriatique. Elle est ainsi tres-faible sur le Languedoc, 
la Provence, I'Autriche. Dans toutes ces regions, elle ne depasse pas 
100 millimetres, et dans beaucoup d'entre elles elle n'est guere que 
de quelques millimetres. 

Le maximum d'Espagne et de Portugal est de 5oo millimetres a 
I'ombre; I'ete est, aprfes le printemps, la saison la moins pluvieuse 
pour ce point. Le maximum se continue, comme pendant les autres 
saisons, le long des montagnes des Asturies et des Pyrenees, en dimi- 
nuant graduellement de valeur; il se continue sur la pointe occidentale 
des Cevennes jasqu'au N. du plateau central et de la vallee du Rhone; 
il varie alors entre 200 et 3oo millimfetres. A TO. la precipitation dimi- 
nue vers la Garonne, et on a une region maxima entre deux minima. 
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Le maximum du Frioul a augmente de valeur depuis le printemps. II 
est remarquable que, apres Tautomne, I'ete est, pour cette region peu 
etendue, la saison ia plus pluvieuse. Cest une exception dans le bassin 
mediterraneen. Seulement, tandis que la precipitation y etait maxima 
k TE., sur le versant occidental des Alpes Garniques, pendant les trois 
aulres saisons, elle est, en ele, maxima a TO. sup le versant oriental 
des Alpes du Tyrol, et de 470 millimetres. 

La valine du P6 re^oit une quantity moindre de pluie; le versant N. 
en recoit plus que le versant S.; elle varie peu regulierement de TE. 
a ro.; un maximum existe toujours au S. des Alpes Liguriennes; il est 
separe du maximum de la plaine du Pd par une zone minima peu 
accentuee qui occupe le versant N. des Alpes Liguriennes etde TApen- 
nin septentrional ; mais ce maximum est devenu presque insensible. La 
precipitation, qui y depassait 5oo millim^res en automne, y estreduite 
a 160 millimetres. 

Enfin, le maximun de la mer lonienne a disparu; la quantite de 
pluie est tres-faible sur I'Adrialique et Tltalie; elle diminue vers le 
S.-E.; elle est tris-faible aussi sur TAutriche, et elle n'a augmente 
quelque peu que dans le voisinage des Karpathes; elle y depasse 
100 millimetres k TE. comme a TO. de la chaine. 

On voit, en resume, comme lois generales : le d^croissement de la 
-condensation duN. au S. et de TO. \k I'E.; le maximum de pluie en 
automne dans le N., le centre et TO. de la Mediterran^e, et, en hiver, 
dans le S. 

La precipitation excessivement faible en et^, sur le midi, ne s*y Tait 
qu*a de tres-rares intervalles par des averses ou des pluies d'orage; 
Teffet de la secberesse de Tete se fait sentir de plus en plus quand on 
s'approche des deserts africains. Ainsi Tete, sous Tinfluence du S.-O. 
persistant, est parfois tellement chaud et sec a Malte, queles campa- 
gnes sont brulees et les r^coltes perdues. On a vu plus baut que I'efFet 
oppose s'obtient quand r^gne le S.-E. ou sirocco, vent pendant lequel 
rbygrometre indique un accroissement notable de Tbumidite et le 
barometre baisse beaucoup. 

Entre le Delta du Nil et la petite Syrte, le temps est gen^ralement 

J /males scientifiques de Vtcole Normale superieure. Tome IV. 4^ 
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beau; il n'est trouble* de temps en temps, que par des pluies d'orage 
de courte dur6e. 

Le climat de i'Attique est sec et le ciel y est g^Deralement clair ; Tair 
de I'Attique a toujours passe pour le plus pur de la Grfece, et il Test 
encore aujourd'hui; un papier a pu etre expose k Tair toute la nuit 
par M. Lusieri, dont la maison etait sur Templacement de Tancien 
Prytan^e, et Ton pouvait tout aussi bien ecrire dessus le lendemain 
matin. On attribue m^me a cette grande secheresse de Tair I'etonnante 
conservation des monuments atheniens. 

On sait que les moyennes annuelles des pluies ont indique une pre- 
cipitation plus grande sur le versant occidental des cbaines de mon- 
tagnes que sur le versant oriental. Cela tient k ce que nous sommes 
soumis k des courants d'O. plus frequents que ceux d*une direction 
opposee et que, de plus, les courants d'O. sont marins pour nous; or, 
nous trouvons dans nos cartes une exception remarquable a cette regie. 
11 pleut plus en effet pendant I'ete sur le versant italien des Alpes 
que sur le versant frangais; la quantite de pluie qui tombe au N. de 
TAdriatique sur les Alpes Tyroliennes est egale k celle qui tombe sur 
les c6tes N.-O. d'Espagne et de Portugal , et elle est en certains points 
presque le double de la precipitation qui se produit en France. La pluie 
tombe aussi plus abondamment sur le versant septentrional de la plaine 
du Po que sur le versant meridional. La circulation atmospherique 
exposee plus haut nous donne la raison de ces particularites. 

Les courants marins sont considerablement ralenlis sur TEurope ; il 
en resulte un afflux moins grand d'air charge d*humidite. L'echaufTe- 
ment de la terre contribue, du reste, k diminuer la condensation. L'effet 
g^n^ral est une diminution de la precipitation; par exception, elle est 
la plus faible en hiver dans les parages que nous 6tudions; ensuite vien- 
nentle prlntemps, T^t^ etTautomne qui presententle maximum. D'autre 
part, les vents sont surtout des regions N. en hiver; ils tournent par 
E. vers S.-E. qui domine en et^, et ils relournent enfin par E. vers 
K. Or, pour qu'une condensation se produise, il faut que Tair soil 
charge de vapeur d'eau el qu'il rencontre des corps relativement 
froids. C'est^'ce qui arrive dans la Carniole ou le Tyrol a une certaine 
altitude; les vents du S.-E. et d'E., qui dominent en ete ct en automne. 
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sont beaucoup plus humides que ceux du N.-E. ou du N. qui soufflent 
en hiver. Ce fait, d'une precipitation plus abondante dans le golfe alpin 
que sur le yersant occidental des montagnes, montre une fois de plus 
que les vents de ces regions ne viennent pas en realite de TE., bien 
qu'ils soufflent de cette direction ; sinon ils arriveraient d^pouilles de 
leur vapeur d'eau aprfes leur passage sur les Karpathes, les Balkans et 
les Alpes, et les pays situ6s k I'E. de ces montagnes recevraient une 
quantite plus grande de pluie» ce qui est contraire au resultat donne 
par nos cartes. 

L'automne est la saison des pluies pour le bassin occidental de la 
Mediterranee, sauf pour rAlg^rie, qui a son maxinoum en hiver. Les 
divers maxima decrits plus haut s'expliquent tons , si Ton songe aux 
mouvements generaux de I'air. Dans cette saison, les courants com- 
mencent a se porter vers le N. Ce ne sont plus, comme en etd, des 
courants de retour appeles par Tanpiration des deserts et ne pouvant 
penelrer la masse d'air dilate qui environne le pole N.; ils passent de 
TAllantique sur TEurope, sont en partie ralentis par les Alpes, les 
Pyrenees et les montagnes espagnoles, et d^posent une grande partie 
de leur vapeur d'eau sur les pentes occidentales de ces chaines. Ces 
vents d'O. traversant TEspagne et I'isthme pyreneen ont evidemment 
du sy assecher; aussi pleut-il trfes-peu sur les cotes m^diterran^ennes 
d'Espagne. Des qu'ils retrouvent la mer, ils se rechargent de nouveau 
de vapeurs, et les vents d'E. et S.-E. sont des vents marins pour les 
cotes m^diterraneennes. L'afflux de Tair vers le N. augmente encore 
pendant Tbiver, et Themisph^re bor^pl continuant a se refroidir, les 
precipitations commencent plus prfes de Tequateur; elles suivent dans 
leur marche le soleil, et les cdtes d'Afrique ont alors leur maximum de 
pluie. II en torobe meme plus dans cette saison qu'en tout autre point 
dn bassin mediterraneen, sauf au detroit de Gibraltar, oil la pluie est 
alors tres-abondante. La presence du maximum de cette saison sur la 
cote du Portugal corrobore ce que oous avons dit du mouvement 
general de Fair, sans quoi les pentes septentrionales des chaines 
seraient le siege d'une precipitation plus grande. Les vents du N. qui 
soufflent vers la dn de Tbiver sur TEurope occtdentale et jusque sur 
I'Adriatique sont sees; ils ne changent pas les valeurs relatives des 
moyennes; maij^ les vents d'entre S<-0. et N.-O., resultat des fortes 

42. 
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bourrasques hivernales , donnent d'abondantes condensations, surtout 
sur les versants des chaines exposes directement a leur action ; aussi 
voit-on en Espagne, en France, en Italic, les versants S.-O. presenter 
partout des maxima. La quantite d'eau qui tombe en Autriche et en 
Hongrie est pour la meme raison insignifiante. Les minima qu'on 
observe en toute saison sur le bas Languedoc et les parties basses de la 
vallee du Rhdne, et surtout sur le centre, TE. et le S.-E. de TEspagne, 
s*expliquent facilement ; les vents sont sur cette derniere partie presque 
toujours d'entre S. et N. parO. L'air qui s'est depouille en partie de 
son humidite en passant sur les montagnes ne rencontre plus ensuite 
d'obstacles qui I'arretent, et sa condensation s'en trouve diminuee; 
rencontre-t-il une nouvelle cbaine plus elevee que la premiere, une 
nouvelle condensation s*y produit; c'est ce qu'on voit en Italic, dans 
le golfe de Genes et Tanse des Alpes Suisses et Tyroliennes ; un maxi- 
mum sur le versant alpin de la plaine du Po , mais a une grande alti- 
tude. En Espagne, il en est probabtement de meme; des precipitations 
sur les versants occidentaux des chaines doivent interrompre le mini- 
mum indique sur nos cartes, mais les observations nous manquent 
pour les constater. Une autre cause puissante de condensation est le 
melange de couches d*air a des temperatures difTerentes. Cette cause 
se manifeste surtout dans les bourrasques et donne lieu a des pluies 
abondantes dans le demi-cercle dangereux; a cette cause on doit 
attribuer en grande partie cette circonstance que les minima d'Es- 
pagne, d*Afrique et d'Europe orientale ne sont pas tout a fait nuls. La 
remarque que je viens de signaler est mise hors de doute par Tetude 
des bourrasques en mer; leur demi-cercle dangereux seul est le siege 
de pluies abondantes, et Ton ne peut pas chercher dans ce cas la cause 
de la pluie dans le refroidissement de Tair au contact d*un sol ici uni- 
forme et presentant une resistante presque nulle au mouvement de 
Fair. 

La distribution des pluies peut, comme on le voit, donner une idee 
de la marche des courants generaux« Seulement les montagnes out une 
action modificatrice dont il faut tenir compte : elles tendent a augmen- 
ter la precipitation due au passage de courants humides independam- 
ment des chutes d'eau qui resultent du passage des bourrasques. Les 
dernieres ont, du reste, un caractere tout different des premiferes. 
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CHAPITRE VL 



ISOBARES.- RELATION ENTRE LES LIGNES ISOBARES MOYEKNES ET LE PASSAGE 

DES BOURRASQUES. 



line bourrasque a pour caract^re esseotiel I'existence d'une zone a 
fortes pressioDS autour d'e]le» puis la diminution de la pression de 
la circonference au centre. 

Si une bourrasque passe sur une region, soit AOA' [fig^ r, p. ^276) la 
trajecloire de son centre de figure 0, le baromMre baissera en un point 
de cette trajectoire jusqu'k un minimum qui arrivera quand le point 
passera au lieu d'observation, puis il remontera jusqu'a sa hauteur 
primitive. II resultera de ces variations une certaine moyenne corres- 
pondant au temps pendant lequel est pass6e la bourrasque. La moyenne 
sera la meme pour tons les points situes sur la trajecloire du centre. 

Si de meme nous considerons la moyenne des hauteurs resultant du 
passage de la bourrasque, en un point situe hors de cette ligne , elle 
sera la meme qu'en tout point d'une parallele menee par le point con- 
sid^re a la trajectoire du centre. Cette moyenne sera de plus differente 
de la premifere; elle sera d*autant plus haute que Ton se mettra plus 
loin du centre. Ce fait que Tobservation verifie est evident, puisque le 
barometre partant de la meme hauteur ou d'une hauteur plus grande 
baisse moins pour remonter aussi haut. 

11 en resulte que si dans un air primitivement calme, et a pression 
constante et uniforme, il passe une bourrasque apres laquelle Tair 
reprend son etat primitif , la bourrasque laissera sa trace sur les 
moyennes barometriques de la region comme un sillon dont le thalweg 
est la trajectoire du centre de rotation, et dont les bords, paralleles au 
thalweg, sont les enveloppes des positions saccessives des tangentes 
paralleles k chaqoe Element de la trajectoire du- centre, menees au 
bourrelet de la bourrasque. 

Si plusieurs bourrasques passent successivemetit k la mdme place et 
ont la meme ^tendue, rieu ne sera change dans les courbes isobares 
moyennes. 
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L'une d'elles» marchant parallMement aux precedentes, passe-telle 
plus au S., mais a une petite distance, le sillon qu'elle produit se 
superpose au premier, de maniere a diminuer sa profondeur; mais le 
premier efTet afTaibli subsiste encore ; on a seulement un sillon plus 
large et moins profond. On repeterait la mfime chose dans le cas oil 
plusieurs bourrasques, se dirigeant suivant des routes parall^les entre 
elles, passeraient a de faibles distances les unes des autres par rapport 
a leur cercle d'action. 

Si done, dans une region du globe, les bourrasques sont assujettiesa 
suivre un lit constant , les courbes isobares presenteront dans cette 
region une ligne minima, a droite et a gauche de laquelle la pression 
s'augmentera, en suivant des courbes paralleles a la premiere. 

Admettons qu'une bourrasque etant passee , une seconde suive une 
trajectoire coupant la premiere; les deux sillons se couperont, et il 
resultera de ce fait une depression centrale avec des bords diversement 
eleves et quatre sillons partant du centre de la depression, diametrale- 
ment opposes deux a deux. La depression ne fera que s'accuser davan- 
tage si plusieurs bourrasques passent en ce point suivant des routes 
differentes. Le meme eiTet subsistera , bien qu'aflaibli, si les centres 
des bourrasques ne passent pas tous au mSme point, k condition qu'ils 
passent k une distance faible les uns des autres, par rapport a leur 
cercle d'action. Or, c'est ce qui arrive sur le bassin occidental de la 
Mediterran^e. Une autre cause lend a y augmenter cet efTet : c*est la 
production frequente, dont nous avons parle plus haut, d'un centre de 
rotation au S. des Alpes. 

II en resulte que les isobares moyennes prennent dans ces parages 
une forme tr^s-parlticuliere indiquee pour la premiere fois par M. Re- 
nou a la Societd Mtteorologique de France et inseree dans VAimuaire de 
cette Society pour i864* 

La pression sur le golfe de G^nes est da 761™"', 5; autour de ce mi- 
nimum s'etend une courbe 762 miUimMres, qui passe sur la Provence, 
coupe la cole du Langu^ediM^ pres de Cette, desceqd du N. au S. k tra- 
vers le golfe du Lion, court vers TE. quand elle est arrivee a la latitude 
de Barcelone, coupe la Sardaigne a peu de distance du detreit de Boni- 
facio, penetre dans I'ltalie pres deRome^ remonte le long de la crete 
des Apennins, passe pres de Florence, Milan et Turin, pour franchir 
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les Alpes pres de Draguignan. Une courbe 763 millimetres se dirige a 
peu prfes de 1*0. k TE., d'Alicante k Paterme, et s'inflechit leg^rement 
vers le S. Une ligne 764 millimetres oecupe les pentes septentrionales 
des montagnes algeriennes; elle est presque parallble k la precedente 
et s'en rapproche UD-peu vers I'E. Au N. du minimum nous voyoDs 
egalement une courbe 763 millimetres, partant de Madrid; elle tra- 
verse les Pyrenees pres de Toulouse, passe sur le plateau central de la 
France, vers BesauQon, Strasbourg et TAllemagne. Au dela de cetle 
courbe, la pression diminue de telle sorte que sa variation est repre- 
sentee par une serie de courbes parall^les a la courbe maxima. L'ecar- 
tement des courbes augmente un peu vers TO. Cela tient k ce que nous 
avons vu la plupart des bourrasques, qn'elles viennent de TO.-N.-O. 
ou de rO.*S.-0., passer entre les Alpes Italiennes et les Alpes Scandi- 
naves, dans cette sorte de couloir oil leurs trajectoires ne peuvent 
gu^re s'ecarter d'une direction constante; d'oii le resserrement des 
courbes et leur parallelisme. 

Ce curieux resultat invite h etudier de pres les variations moyennes 
des lignes isobares 2i la surface de TEurope, et k les ^tendre, s'il est 
possible, k la surface de tout le globe; leur examen ne pent que con- 
duire a des donnees tres-precieuses sur les positions des courants gene- 
raux aux diverses epoques de Tannee; ces denudes sont completement 
independantes des perturbations capables de masquer le pb6nomene 
principal, et elles viennent s'ajouter aux roses des vents pour les 
completer et confirmer les resultals auxquels conduisent ces dernieres. 

II suffit de se reporter k la circulation atmospherique moyenne dans 
le bassin mediterraneen occidental pour voir qu*au minimum de pres- 
sion correspond une appareuce de rotation de Fair autour du bassin 
dans le sens retrograde comme dans lecas des bourrasques. Les vents de 
S.-O. dominant sur la France oceanienne, les Pays-Bas et TAllemagne, 
sOnt aussi sensiblement parallfeles aux courbes moyennes de cette 
partie de TEorope. II ne peut du reste en etre autrement; en general, 
les lignes isobares doivent itve et sont parali^les aux vents moyens. 
L'^tude des variations moyennes de ces lignes serait done d'une aussi 
grande utility au moins que celle des isothermes mensnelles pour 
Tetude de la circulation atmospherique generate, et ces deux methodeb 
se preteraient un muluel secours. 
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Ondes atmosphiriques. —- Cest ici le lieu de mettre en garde le lec- 
teur contre certaines illusions resultant d'une interpretation des faits 
bas^e sur des observations insuffisantes. Ces illusions ont enfant^ quel- 
quefois de celebres theories auxquelles la science a du des progrfes 
rapides, car jamais les idees n'ont empdche le Uen dans les sciences; 
on ne doit y redouter que leur absence. 

Lorsqu'une bourrasque existe sur un lieu, si elle marche de TO. 
vers TE., le minimum de la pression barom^trique s'observera simul* 
tanement en tons les points du diamMre N.-S. de la bourrasque. En 
general, le minimum se produira simultanement en tons les points 
d'un diamfetre perpendiculaire a la trajectoire du centre de la bour- 
rasque. Une seconde bourrasque semblable k la premiere suit-elle 
exactement la meme roule , le baromfetre montera de quantites difTe- 
rentes aux divers points de la ligne ou nous venons d'observer le mini* 
mum, mais il arrivera en meme temps au maximum aprfes lequel il 
decroitra pour repasser en meme temps par le minimum. 

Si les bourrasques ont une grande ^tendue, les lignes coosider^es 
plus haut auront une longueur considerable, et Ton pourra croire a 
Texistence d'ondes atmospberiques se propageant dans le meme sens 
que le courant. Une onde condensee succederait r^gulierement a 
chaque onde dilatee. 

Une ligne de bourrasques, comme on Ta vu, n*existe jamais seule; il 
en existe generalement deux sur TEurope, quelquefois meme trois. Si 
les bourrasques y marcbaient de pair, c'est-k-dire que leurs centres 
fussent toujoiu*s sur des perpendiculaires communes k leurs trajectoires, 
les minima et les maxima de ces systemes seraient tons bout a bout et 
donneraient Tapparence d'un seul systfeme d'ondes. Comme il n'en est 
pasainsi, on a des lignes courbes de maxima et de minima, donnant 
plusieurs systemes d*ondes paralleles ou a peu pres et formant une onde 
g^nerale. 

Les bourrasques voBt vers FE. dans la partie occidentale de notre 
continent; elles descendent ensuite vers Je S.-E. et le S. En Asie, pen- 
dant Fete, I'appel des deserts de Gobi, du Turkestan et de I'Arabie 
infldchit leurs trajectoires a peu pres du N. au S. Aussi le savant 
directeur de TObservatoire de Bruxelles, M. Quetelet, auteur de cette 
belle th^orie, a-t il trouve que les ondes atmoBpJieriqoes se transpor- 
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tent chez nous au mois de juin de TO. k TE*, du N.-O. au S,-E. 
dans le centre de notre continent, puis du N. au S* en Russie et en 
Siberie. 

Je ne m'appcsantirai pas sur des resultats dejk rappeles au cooimen- 
cenoent de ce travail et bien connus de tout le noonde. Je ferai remar- 
querseulement ce qu'ily avait d'artificiel dans la consideration de ces 
ondes indiquees par des maxima et des minima trfes-differents les uns 
des autres, ce qui avait amene Tauteur a considerer plusieurs systemes 
d'ondes interferant entre elles et produisant par leur combinaison 
Tetat general de Tatmosphfere. 

De/aiU de coincidence entre le maximum du vent et le minimum de 
pression. — De plus, celte theorie n'expliquait pas plus que les prece- 
dentes les circonstances des tempetes telles que la rotation rapide du 
vent, la baisse rapide du barometre, Tarrivee de la tempete precedee 
d'une hausse barometrique, puis la chute rapide apr^s ou pendant 
laquelle se font sentir les coups de vent. Je ne reviens pas sur ce sujet 
assez developpe par I'auteur de la theorie generale des bourrasques (^), 
mais une theorie generale devant s*appuyer sur Texpiication des moin- 
dres particularites des phenomenes, je vais monlrer comment la nou- 
vclle theorie fait comprendre le defaut de coincidence, dans les tem- 
petes, du maximum de la force du vent et du minimum de la pression, 
leur coincidence dans d'autres cas et Tintervalle variable de temps qui 
les separe dans toutes les occasions. 

Or, la theorie de M. Marie-Davy donne raison de toutes les particu- 
larites de ce genre. 

Une masse d'air tournant autour d'un axe au milieu d'une autre qui 
.ne participe pas a son mouvement se trouve ralentie sur ses bords ; 
comme, du reste, la vitesse due a la rotation augmente a mesure qu'on 
s'eloigne de Taxe , il y aura necessairement une circonference sur 
laquelle elle sera maxima. SoitBMM'B' {fig. i, p. 276), cette circonfe- 
rence et le centre de la rotation; soit BB' la Ugne des positions success 
sives d'un point par rappprt a la bourrasque. Ce point, d'abord en B, sera 
ensuite a des distances plus petites du centre; il en sera le plus pros 

■ ' ■ ' I ,. ' \ w 

{* ) I^s Mowements gen^raux de I'atmosfJiere et des mats, par H. MabiA-Dayy. 

Annales scientifiques de tEcole Normale superieure. Tome IV. 4^ 
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possible, quand il atteindra le roilieu de BB'; il passera done dans des 
couches d*air dont la Vitesse absoluedue a la rotaiion diminuera jusqu-a 
ce moment pour augmenter ensuite. Mais pour avoir la vitesse reelle du 
vent par rapport a I'observateur, il faut a chaque instant composer la 
vitesse de translation^ coostante en grandeur et en direction, avec cette 
vitesse variable; or, la derniere est maxima en B, minima en D. Dans 
le premier cas, elle fait un angle avec la vitesse de translation; cet 
angle est devenu nul en D; on ne pent done voir a priori la variation 
de la resultante de la vitesse du vent. 

On se rappelle que le mouvement absolu de chaque molecule d'air 
est Ic meme que si, a chaque instant, la masse entiere tournait autour 
d'un centre instantane de rotation tel que la vitesse due a la rotation 
fut en ce moment egale a la vitesse de translation et de sens contraire. 
Soit Mi\r le lieu des positions des centres instantanes successifs, 0' sa 
position actuelle, la vitesse du vent en un point quelconque de BDB' 
est perpendiculaire a la droite menee de ce point a 0' et lui est pro- 
portionnelle; les deux maxima auront done lieu en B et B', et seront 
separes par un minimum en D. Or, c*est en D qu'on observera le mi- 
nimum de la pression barom^trique. Done, ce dernier ne coincide 
pas avec le maximum de la vitesse du vent. Cette derniere a deux 
maxima qui n'ontpas la meme direction que la translation de la bour- 
rasque; la bissectrice de Tangle forme par les deux directions du vent 
correspondant au maximum est parallele a la trajectoire du meteore. Ces 
deux maxima seront plus ou moins distinctset distants Tun deTautre, 
suivant T^tendue de la bourrasque, et dans une mdme bourrasque 
suivant la distance du lieu d'observation a la trajectoire du centre. 
S'il est sur cette ligne en A, les deux maxima du vent se produiront aux 
epoques les plus dislantes Tune de Tautre; le premier sera de S.-S.-O, 
le second de N.-N.-O, dans le cas de la figure; si le point est sur MM', 
la distance entre les deux maxima sera moins grande; le premier sera 
de S., le second de N. En B, Tun sera du S.-O., Tautre du N.-O., et ils 
seront moins distants Tun de Tautre. lis se rapprocheront k mesure 
qu'on se rapprocbera de E; en m6me temps, ils auront des directions 
de moins en moins differeutes, et en E iU se confondront en un maxi- 
mum d'O. qui se produira en meme temps que.le minimum du baro- 
metre. II en est de meme dans la partie sup^rieure de la bourrasque. 
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Done, en general, le minimum de la pression ne doit pas coincider 
avec le maximum du vent, et ce dernier doit etre double. La coinci- 
dence ne peut avoir lieu que dans un cas pour le demi-cercle de la 
bourrasque ou il y a des vents forts; c'est, du reste, en ce point que le 
barom^re aura le moins baisse, et que le vent aura ete le plus fort. La 
recliercbe de ce lieu dans une bourrasque a une grande importance. 
S'il se trouve indique sur la carte du met^ore a un instant determine, 
on connait la direction de la translation d'apres I'inspeclion de cette 
seule carte. La perpendiculaire a la vitesse du vent en ce point ren- 
(orme le centre ihstantane de rotation; la vitesse du centre de rotation 
est egale a la vitesse de translation. Considerons maintenant le point Q; 
la diff(6ren€e des vitesses du vent en E et en Q est le double de la vitesse 
de translation. L'inspection des vents sur la carte d'ensemble d'une 
bourrasque a un instant quelconque donne done la rapidite et la direc- 
tion de sa marche a cet instant. 

Quand la bourrasque a peu d'etendue, ou que, comme il arrive gene- 
ralement, la vitesse maxima due a la rotation se rencontre a une dis- 
tance peu considerable du centre, les deux maxima se suivent de pres, 
et on les observe quand le centre de la bourrasque passe non loin du 
lieu d'observation. La fameuse tempete du i3 decembre 1864, qui a 
sevi a Lisbonne, puis sur TEspagne et la Mediterranee, nous en fournit 
entre autres un exemple. Ces details sont extraits d'une lettre adressee 
par M. Fradesso da Silveira, directeur de TObservatoire de Tinfaut 
don Luiz, a Lisbonne, a M. le directeur de I'Observatoire imperial de 
Paris, et inseree dans le Bulletin international du 22 decembre 1864. 

f Le la decembre, a 9 heures du soir, la hauteur du barometre, 
corrigee et reduite au niveau de lamer, ^tait de 759°*"", 5, et le vent 
calme de S.-O. De 9 heures du soir k 6 heures de la matinee du i3, 
la colonne barometrique est tombee a 751"'", 4. Pendant la nuit, 
quelques averses avec vent d'O. Le i3, a 6 heures du matin, le vent 
commencaitSi fraichir du cote du S., tournant a S.-E. Le barometre etalt 
a 8 heures k 747 millimfetres; le vent plus frais soufflall de S.-E. 
A 9^*45", le vent soufflait avec violence; la vitesse ^n etait de 84 kilo- 
metres k Theure; le barometre marquait 737'", 3. La pression descen- 
dait ensuite k 73<""',8, pendanl que le cicJ s'eclaircissait «( TE. et que 
le vent, devenu considerablement calme, tournaVt k O.-S.-O. pit S., 

43. 
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et allait jusqu'a O.-N.-O, De io^45" ^ lo'^So", un second orage plus 
violent que le premier a laisse marquee la vitesse exeeptionnelle du 
vent de 108 kilometres a Theure. » 

Ainsi, en resume, il y eut deux maxima du vent; Tun k S.-E, Tautre a 
O.-N.-O.; le premier a Q^'/fS", le second entre io**i5" et 10'' 3o", et ils 
furent separ^s par un calme pendant lequel le baromMrc atteignit son 
minimum. 

Une circonstance vient souvent compliquer ces faits. La marche du 
barometre est gen^ralement en avance sur les variations du vent k terre, 
et la rotation du vent est generalement prec6d6e meme par celle des 
nuages; si ces derniers forment plusieurs couches faciles a distinguer, 
on les voit dans presque tons les cas» independamment des illusions 
d'optique dues h leur deplacement relatif, se mouvoir dans des direc- 
tions differenteSy les nuages les plus eleves etant en avance dans leur 
rotation sur ceux situes plus has. M. Marie-Davy explique ce fait par 
le retard que les asperites du sol apportent dans le transport de la partie 
inferieure du tourbillon. En observant des tourbiltons k marche peu 
rapide, ou en tenant compte de la cause d'erreur dont je viens de par- 
ler, on verifte les conclusions precedentes. 

Nou{^elle lot de rotation des vents. Application de cette loi a la provision 
du temps. — Un savant meteorologiste de Berlin, Dove, a donne une loi 
de rotation des vents en un lieu determine; la rotation de la girouette 
se fait generalement dans notre hemisphere en sens direct, c'est-a-dire 
dansle sensde la rotation des aiguilles d'une montre, et elle se fait dans 
Tautre hemisphere en sens oppose. 

Pour Dove, il n*y a» k proprement parlcr, que deux vents : ceuxde N. 
et ceux de S.; le N.-E. et TE. sent des degeoerescences d'un vent de N. 
qui s'eloigne de son point de depart ; le S.-O. et TO. sont de meme des 
derives du vent du S.; le N^^O. et le S.-^E. sont le resultat de la com- 
binatson : k premier d'un vent du S* finissant avec un vent du N. com- 
men(;ant; et ['autre 'd'un vent du N. fini^sant avec un vent du S. com- 
mengant. La sueeession en un lieu des coarants de N. et de ceux du S., 
ou des coura;nt8 polaires 6t des courants equatoriaux , y donne nais- 
sance a la rotation directe 4^ la girouette paur notre hemisphere, et a 
la rotation inverse pour I'autre. 
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Si des courants polaires et des courants ^quatoriaux etaient reelle- 
ment en lutte continuelle a nos latitudes, ne cherchant qu'a se depla- 
cer mutuellement, comme le pense Dove, la rotatioa du vent devrait 
toujours se faire dans le meme sens dans chaque hemisphere. Or, il n'en 
est rien, et Dove Ta bien reconnu lui-meme. II a montre que dans nos 
contrees le nombre des rotations directes est beaucoup plus conside- 
rable que eelui des rotations inverses, et il a, en donnant la theorie des 
cyclones* fait voir que le passage d'un de ces meteores sur une con- 
tree pent amener des exceptions k sa loi, comme il pent dans d'autres 
cas la confirmer. 

Et en eflet, si nous considerons une bourrasque tournante dans 
laquelle Fair se meut en sens inverse des aiguilles d'une montre, et 
qui se transporte de TO. a I'E., tout observateur place dansun demi- 
cercle meridional verra le vent tourner dans le sens direct; il le verra 
tourner dans le sens retrograde s'il est au N. du centre instantane de 
rotation; le passage d une bourrasque sur une region donne done, en 
certains points, des confirmations de la loi et forc^ment des exceptions 
en d'autres points. 

Si la bourrasque tournante 6tait un phenomene rare et de pen 
d'etendue, I'inconvenient ne serait pas grand. Mais M. Marie-Davy a 
decouvert a TObservatoire imperial de Paris, oil il dirigeait le service 
meteorologique internationnal , une loi d'une importance extreme, 
dont nous avons deja parle et dont voici Tenonce : 

Tons les mauvais temps sont lies a Texistence de bourrasques tour- 
nantes dans lesquelles Fair, dans Themisphere boreal, tourne en sens 
retrograde, c'est-a-dire de telle sorte qu'un observateur qui suivrait 
une molecule d'air dans son mouvement autour du centre de rotation, 
aurait dans tous les cas le centre k gauche. Le contraire arriverait dans 
Themisphere austral. Ces bourrasques sont entratnees par les courants 
atmospheriques generaux. La bourrasque, devenue aimi an pheno- 
mene general, doDt la presence est tres-frequente dans nos parages, 
explique les nombreufies exceptions trouvees a la loi de Dove. 

Or, on conclut des faits aujourd'hui mis en lumiere par M. Marie- 
Davy une loi generale de rotation du vent dont nous montrerons Futi- 
lite pratique pour prevoir le temps ou , au moins, Farrivere des bour- 
rasques et le lieu de leur passage. 
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SupposoDs un observateur presentant toujours le dos au vent; le 
centre de la bourrasque etant toujours a sa gauche dans notre hemi- 
sphere, Tangle dont il tournera, pendant le passage du meteore, sera 
aussi le deplacement apparent du centre de rotation par rapport a lui; 
et ceci est vrai, que Tobservateur soit dans le demi*cercte de droite ou 
dans celui de gauche. Dans le premier cas, le centre de la bourrasque 
tendra a depasser Tobservateur, dans le second a se laisser depasser 
par lui. C'est encore vrai» quels que soient le sens de la rotation de Tair 
autour du centre et le deplacement du centre. On peut done dire pour 
les bourrasques quelconques de Tun ou de I'autre hemisphere que, si 
un observateur entre dans le cercle d*action du meteore, il verra la 
rotation du vent se faire dans le meme sens que le mouvement appa- 
rent du centre du meteore et Tegaler en grandeur. 

Si cette bourrasque est suivie d'nne autre, la reaction de cette der- 
nifere sur la premiere modifie la marche de Tair et nous oblige d*etudier 
ce qui se passe. Or, supposons que Too soit dans notre hemisphere et 
dans le demi cercle de droite d'une bourrasque allant de TO. a TE. Pen- 
dant que la bourrasque passe, le vent tourne dans le sens direct en 
meme temps que le barometre baisse, la pression arrive a un minimum, 
le barometre remonte et le vent n en continue pas moins sa rotation 
directe. Si une bourrasque vient apr^s, le mouvement de fair dans sa 
partie droite (*) anterieure etant de S.-O., tandis qu il est de N.-O. dans 
la partie droite posterieure de la premiere, tend, a une certaine distance 
du premier centre, a ramener le vent vers 0., tandis que le barometre 
monte toujours. Nous dirons qu'a ce moment Tobservateur cesse d'etre 
sous TinQuence de la premiere bourrasque sans etre encore sous celle de 
la seconde. Le vent arrive a 0. et le barometre atteintsa hauteur maxima. 
La rotation du vent vers O.-S.-O., S.-O. continuant, lebaromfetre com- 
mence a baisser; la baisse continue pendant que le vent, ayant retro- 
grade quelquefoisjusqu'a S. et meme S.-E., commence a reprendre le 
mouvement direct. Nous dirons qu'a ce moment Taction de la seconde 
bourrasque commence a se faire sentir, et la ioi enoncee plus haut 
commence a s'appliquer. 

(*) Nous cqnsid^rons la droite et la gauche de la bourrasque par rapport k la trajectoire 
de son centre, d'apr6s les conventions qui servent k d^finir la rive droite et la rive gauche 
d*un fleuve. * 
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Pendant que Tobservateur est entre les deux bourrasques, Tenonce 
precedent s'applique en le modifiant. L'observation montre que, lorsque 
plusieurs bourrasques se suivent, il y a entre elles des maxima de 
pression barometrique qui donnent aux courbes isobares, correspon- 
(iant aux fortes pressions qui les environnent, la meme forme qu*au- 
raient des courbes de niveau dans une cbaine de montagnes dont les 
bords sont decoupes par des vallees. Les anses represenlent les bour- 
rasques, et entre ces demieres sont des courbes ayant une courbure 
opposee. Le vent est aussi, d'apres les remarques de M. Marie-Davy, a 
peu pres tangent aux courbes d'egale pression (*). L'air parait done, 




V 

c 



entire les deux bourrasques voisines A et B, tourner autour d'un cer- 
tain centre dans le sens direct, c'est-a-dire en sens contrairedu mouve- 
ment de Tair dans chaque bourrasque. Ce centre etant dans un lieu oii 
le barometre est haut, nous Tappellerons centre de pression, comme on 
appelle souvent le centre d'une bourrasque ccn//Tg de depression, rappe- 
lant par la une de ses proprietes essenlielles. Ce centre de pression 
peut du reste 6tre ou non un maximum absolu de pression, comme le 
centre d'une bourrasque peut ne pas etre, sur une vaste region, un 
minimum absolu de pression, si plusieurs bourrasques se suivent, ce 
qui est le cas le plus frequent. 
Un meteorologiste Anglais, M. Francis Gallon, va jusqu'a admettrie 



(*) Les details donnas dans le cours de ce travail expliquent sufQsamment pourquoi la 
tangence n'a pas lieu. 
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rexistence de cyclones, dans lesquels la pression barom^trique est plus 
faible au centre que sur les bords, et cetle d*anti-cyclones, noasses d'air 
en mouvement direct, c'est-k-dire inverse de celui des cyclones, et dans 
lesquels la pression est plus considerable au centre que sur les bords. 

Les anti-cyclones peuvent tr^s-bien n'etre que le resultat d'une 
apparence, car, si des bourrasques tournent, comme il arrive frequem- 
ment, autour d'une region, la pression y sera plus forte et I'air pa- 
raitra sur les bords anime d'un mouvement direct. Si deux lignes de 
bourrasques marchent paratlelement Tune a I'autre, il y aura entre 
elles des regions k forte pression se deplagant dans le meme sens que 
les bourrasques, mais sur les bords desquelles I'air paraitra encore 
anime d'un mouvement direct; dans ce cas la vitesse de I'air sera 
moins grande sur le bord inferieur que sur le bord superieur, puisque 
le bord superieur est le bord inferieur d'une ligne de bourrasques, et 
que le bord inferieur est le bord superieur d'une autre ligne de bour- 
rasques. L'apparence sera la meme que si un cyclone de sens direct 
se mouvait parallelement aux bourrasques. 

Quoi qu'il en soit de cette theorie des cyclones et des anti-cyclones, 
que ces derniers soient quelquefois une realite ou ne soient jamais 
qu'une apparence, les centres de pression sont une realite, et leur 
position est aussi importante que celle des bourrasques, puisque Tun 
exclut I'autre. 

Or, nous pouvons dire que Tobservateur, lorsqu'il est entre deux 
bourrasques^ est sous I'influence du centre de pression, en nous rap- 
pelant bien ce que signifie cette expression de convention, et nous 
reconnaitrions facilement, comme nous Tavons fait pour les centres de 
pression, que la rotation du vent se fait, dans, tons les cas, dans le 
sens du mouvement apparent du centre de pression. 

D'ou nous conclurons cet enonc6 general : brsqu'un observateur est 
sous I'influence d*un centre de pression ou de depression, la rotation du 
vent est dans tou^ les cas dgale au mouvement apparent du centre auquel 
ilest soumis, et eUe est de mime sens. 

Cet enonce ne s'applique pas seulement aux mouvements generaux 
de I'atmosphere, mais il est vrai pour les mouvements d'un gaz ou 
d'un fluide quelconque soumis en ses differents points a des pressions 
differentes, puisqu^une diminution de pression produira toujours une 
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rolation, et que, quels que soient le sens de cette derniere et le depla- 
cement de ia masse de gaz qui tourne, notre enonce estvrai. 

Son utilite peut etre de permettre k un observateur atteotif de suivre 
avee un barometre et une girouette les mouvements de Tatmosphere 
jnsqu'k une assez grande distance du lieu d'observatiou. 

Dans noire hemisphere, les bourrasques tournent en sens retrograde, 
et les directions de leurs trajectoires sont comprises entre S.-O. a 
N.-E. et N.-O. k S.-E.; raremeut, on I'a vu, elles descendent plus 
direclement du N; ce qu'on va lire s'applique du rcste aussi a ce cas. 

Le barometre etant tres-haut, Tobservateur voit-il le vent r^tro- 
grader pendant que la pression diminue, une bourrasque s'approche de 
lui puisque le centre de la pression s'eloigne, mais il n'esr pas encore 
sous Tinfluence de cette bourrasque. Quand, le vent cessant de retro- 
grader, le baromiitre continue a baisser, on- entre dans la sphere d*ac- 
tion de la bourrasque; la marche de son centre sera indiquee par la 
rotation du vent. Si ce dernier tourne peu, le barometre baissatU beau- 
coup, le centre est encore loin, mais on est pres de. la trajectoire du 
centre; le vent tourne-t-it regulierement, le barometre baissant moyen- 
nement, on est a une moyenne distance du centre de la bourrasque; 
enfin, si le vent et le barometre varient peu, on ne touchera pas le bord. 
La rotation du vent indique le sens du mouvement de la bourrasque, 
c'est-a-dire des courantF generaux de fatmospfa^e; on pourra done se 
servir de ces remarques pour etudier avec plus de fruit le climat d*une 
localite isolee sans connaitre celui de ses voisines. 

La marche du barometre indique par sa concordance ou son defaut 
de concordance avec celle du vent si Ton entre dans telle ou telle phase 
du meteore ; la rapidite de ses mouvements donne des indices precieux 
sur la distance a laquelle passera le centre de la tempete ou des fortes 
pressions. 

Lacourte et incomplete discussion qui precede suppose que Tobser- 
vateur traversait le bord de droite d'une bourrasque. Or, supposons-le 
dans le bord de gauche; partons du moment oil il est entre deux bour- 
rasques avec le barometre le plus haut; le vent commence par tourner 
dans le sens direct en meme temps que le barometre baisse; puis on 
entre dans le cercle d action de la bourrasque, le barometre continue 
de baisser pendant que le vent retrograde, puis« \b vent continuant de 

Annnles scientiftques de ttcole Normale stipcrieure.. Tomo JV. 44 
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retrograder, le barom^tre remonte. On sort de la bourrasque lorsque le 
barometre continuant de nfionter» le vent commence ^ marcher dans le 
sens direct. 

On voit que les memos alternatives se presentent que dans le cas 
precedent; seulement, ce qui annon^ail une sortie de la bourrasque 
annonce une entree. Comment reconnaitre ces deux cas si differents? 
La force du vent et sa direction generale doivent suffire pour indiquer 
au meteorologisle la parlie de la bourrasque dans laquelle il se trouve; 
est-il dans la partie droite de Tanticyclone, il se retrouvera bientot dans 
la partie gauche du cyclone; les courants gineraux sont-ils d'O,, on 
ressentira des vents des regions E. dans la droite de Tanticyclone. La 
force du vent, une fois que la bourrasque se fera sentir, suffira bien 
pour indiquer oil passe son centre, mais on voit quCi memo lorsqu'elle 
n'esl pas encore arrivee, on pourra, en suivant bien le baromfetre et le 
vent, savoir si on entrera dans le bord droit ou le bord gauche, chose 
d'une importance capitale a connaitre, puisque de Ik depend le calme 
de Tair et le beau temps ou son agitation avec le mauvais temps. 

L'etat du ciel viendra du reste encore en aide dans les cas douteux 
qui pourront survenir par suite de variations produites par des mouve* 
ments peu importants enclaves dans le mouvement general et le mas- 
quant quelquefois. 

L'hygrometre devra aussi etre consulte dans un grand nombre de 
cas, et il le sera toujours avec fruit. II pent en effet indiquer des coups 
de vent que le barometre n'annonce pas le moins du monde par une 
baisse comme d'ordinaire. 

Ce faitavait dejk ete remarqu^ par Vaneechout, qui ecrivait en de- 
cembre 1857 a Maury : 

t Durant notre sejour en rade de Chiriqui (Nouvelle-Grenade), en 
decembre i853 et Janvier i854, nous avons 6prouve a differentes 
reprises de violenls coups de vent du N. etdu N.-E., qui doivent etre 
specialement mentionnes parce qu'aucun cbangement dans la hauteur 
barometrique ne les annoncait* J'ajouterai que dans ces parages les 
variations du barometre sont a peine sensibles. Ces coups de vent 
duraient deux ou trois jours, et s'annon^aient, comme la grele, par 
des rafales suivies d'intervalles de calme; mais leur oaractfere le plus 
remarquable est Tinfluence qu'ils exercaient sur rhygrofu^tre. Get 
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instrument, qui peudant les plus fortes pluies n*a jamais depasse 
4o ou 5o degr^s, et qui pcudant les jours les plus chauds ne desceudait 
pas au-dessous de 29 ou 3o degres desceudait, au commencement de 
ces coups de vent, k 10 degres, puis a 5 degres, el marquait zero quand 
lis atteignaient leur maximum de violence. Quelques heures avant que 
le vent diminuat, Fhygrometre s'etait deja eleve de quelques degres, 
et a mesure que la brise moUissait, il montait a ao, puis ^ 3o, puis 
a 35 degres. » 

On observe 6n Europe de semblables coups de vent; sans parler du 
mistral, du bora, je citerai les coups de vents de ftvrier i865. Une 
forte bourrasque passait le 17 fevrier sur les Iles-Britanniques, la 
France et la mer du Nord. Etie se dirigeait vers TE., donnant des vents 
tres-forts d'entre S.-O. et N.-O., sur la Fr-ance, les Pays-Bas, TAngle- 
terre et I'lrlande meridionale. Le vent qui avait passe aN.-N*-0. sur la 
Manche, revenait k S.-O. malgre une hausse du barometre ; la bsfisse 
se produisait et le vent restait a S.-O., puis tournaita 0.; lebaromfetre 
remontait et le vent tournait a N.-N.-O., oil il restait en meme temps 
que la hausse se continuait , sa force diminuait enfin un peu pendant 
qu'il tournait a N.-E. et E. et que la pression ne cessait d'augmenter. 
La bourrasque pendant ce temps, apres avoir marche vers I'JB. sur la 
mer du Nord, se dirigeaif vers le S. et descendait vers I'ltalie et la 
Grece. Le ventr6trogradait k N.-E., et le baromfetre baissait* La bour- 
rasque etait passee. On entrait sous Tinfluence d*une autre. Pendant le 
passage de cette bourrasque le barometre n'etait jamais descendu bien 
bas; il avait atteint 750 millimetres quand le vent etait a 1*0.; c'est a 
ce moment que le centre etait passe le plus pres de la Manche, puis le 
barometre avait monte, le vent avait tourne vers N. et N.-E., le centre 
s'eloignait vers le S.-E. et le S. La force du vent etait encore tres-grande 
de N.-N.-O. quand le barometre etait monte jusqu'a 773 millimetres, 
et elle commen^ait seulement k diminuer ensuite; le baromfetre bais- 
saitpresque aussitot. 

L'hygrometre donne pendant ces coups de vent des indications ana- 
logues a celles de Chiriqui. La duree et la force des vents de N. est 
due au changement de direction de la bourrasque, e! la brusque rota- 
tion vers N.'fort avant que le barometre ait notablement remonte etait 
un indice de ce changement de direction pour un observateur isole; il 

44. 
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pouvait eh conclure, d*apres ce qui precede, la continuation du vent 
fort de N. On pent done maintenant, d'apres les moyennes des ele- 
ments meteorologiques en un lieu, indiquer avec surete les courants 
generaux qui y passent, sans avoir besoin pour cela d'etudier les lieux 
voisins, et Ton reconnait en meme temps Teffet des circonstances 
locales sur ces courants generaux. 

On pent aussi, avec une girouette et un barometre, suivre de chez soi 
la marche des bourrasques, connaitre, par suite; d'apres une serie de 
quelques jours d'observations faites en un seul lieu, le regime des cou- 
rants generaux qui passent sur une region. 

Le vent n'est plus cet element insaisissable , symbole de Tincon- 
stance; nul doute qu'on ne puisse bientot reproduire k volonte, par 
des experiences, les circonstances les plus varices de la circulation 
atmospherique, et soumettre les mouvements si divers de Fair a des 
fortnules mathematiques degag^es de toute hypothese et fondees uni- 
quement sur des lois g^nerales, r^sultat de I'observation. 
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L'fiQUATION INDETERMIN^E 

P\R M. i/abbe B.-I. CLASEN, 

PROFESSEDR A LUXEMBOURG. 



Nous supposerons A, B et S positifs et entiers; toutes les equatioas 
de ce genre se ramenent facilement a ce cas. Soil A > B^ on trouve la 
solution la* plus simple ou Tune des deux plus simples solutions en for- 
mant le tableau suivant : 
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^P 


±7 


=F^ 


±f 


... 
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4-X 


-f* 


4-v 






A' 


B' 


C 


D' 


E' 


... 


L' 


H' 












La deuxieme ligne contient les differents diviseurs qu'on trouve en 
cherchant d'aprfes la methode ordinaire le plus grand commun diviseur 
de A et de B, 

La premiere ligne contient les quotients correspondants a ces divi- 
seurs, de sorte que 

A = fcBH-C, B = cC-4-D,.... 

Pour former la troisifeme ligne on decompose S en differentes par- 
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ties, multiples chacune d*un des nombres A, B» C,..., c'est-a-dire qu'on 
satisfera a Tequation suivante en attribuant des valeurs entieres a 

a, /3, 7 

S = a A -h (3B -+- yC H- . . . 4- ttP 4- xQ- 

De queique maniere qii'on choisisse les nombres a, /3, 7,..., tt, pourvu 
seulement que S — aA — /3B — 7C — . . . — ttP ne soit pas negatif , 
X sera entier et positif (ou zero) si S est divisible par Q, el fraction- 
naire si S n'est pas divisible par Q, parce que les nombres A, B, C,..., P 
sont tons divisibles par Q, le plus grand commun diviseur de A et B. 
Pour que cetle decomposition de S soit possible, il faut done et il sufiit 
que S soit divisible par Q. G'est, comme on sait, la condition meme de 
la possibilite de notre probleme. La justesse de notre methode ne de- 
pend pas de la maniere dont on decompose S en multiples de A, B 

En appliquant nos regies avec les precautions necessaires on pourrait 
meme attribuer a a, |3,... des valeurs negatives; mais pour trouver la 
plus simple solution et pour la trouver par les plus simples calculs, on 
decomposera S de preference en multiples des plus grands nombres de 
la deuxieme ligne, et Ton divisera par consequent d'abord S par A, on 
designera par a la partie entiere du quotient de cette division, on en 
divisera le reste par B pour trouver de la meme maniere |3 et ainsi de 
suite. Generalement un certain nombre des facteurs a, |S, 7,... seront 
egaux k zero. Soit v le dernier de ceux qui ne sont pas nuls; nous pour- 
rons negliger les suivants. Ges facteurs cc, |3, 7,..., v formeronl la troi- 
sieme ligne et seront places au-dessous des nombres A, B, C,..., N qu'ils 
multiplient dans Texpression de S. Nous donnerons au dernier de ces 
facteurs v le signe -h, a Tavant-dernier /x le signe —, a X le signe H-. 
et ainsi de suite, en faisant alterner dans la troisieme ligne les signes 
4- et — . 

Dans la quatrieme ligne le nombre qui correspond au dernier 
nombre v de la troisieme ligne ainsi que les suivants sont egaux a zero. 
La loi generate par laquelle chaque nombre de cette ligne se deduira 
(le ceux qui le suivent et de ceux de la troisieme ligne est doniiee par 

la formule 

C' = rfD'4-E'ipd; 

si B' ne figure pas au tableau ce nombre est cens6 etre nul. 
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La solution cherchee sera alors 

Les signes -f- ou — qu'iJ faut choisir pour B' et A' sont les signes res- 
pect! vement contraires a ceux de |3 et a du tableau. 

Demonstration, 

D'apres la maniere dont notre tableau a ete forme, nous avons 

1® M' =^ on + o -h v = i/ 

et 

(i) M'N=3:vN; 

2« L = mM + N, LM' = mMM' -h M' N, 

L'= mM'-i" o - iJL, L'M = mMM' - y.M, 

d'ou Ton tire, en comparant avec Tequation (i), 

(2) LM'-L'M = /^M-+-vN (*); 

3« K = /L H- M, KU = /LL' h- ML', 

K' = IL' 4- M' H- X, K'L = /LL' h- M'L + XL, 

d'ou Ton tire, en comparant avec T^quation (2), 

- KL'H- K' L = XL + /xM + vN; 
et en general si 

(3) d:CD':pC'D=raD-i-£E4-...H-vN; 

on verifie eette loi pour les nombres qui precedent G, C\ D et D', dans 



(*) On fera bien d'observer que les signes des termes qui contiennent V, M' sont les 
signes contraires de > et fx. 



Digitized by 



Google 



35o SOLUTIONS EilTlERES 

les deuxieme et troisieme ligoes, car 

B = cC 4- D, BC = cCC -4- CD, 

B' = cC '4^D'ity, B'C = cCC'-4-CD'ityC, 

d'oii I'on tire, en comparant avec requation (3) et en observant que les 
signes superieur et inferieur de zt y correspondent respectivement aux 
signes superieurs et inferieurs de Tequation (3), 

qiBC'±B'C = ±CD'q:CD-4-yC = yC-4-aD-+-€E-h...-hvN. 

Cette loi etant verifiee pour LM'— L'M (a) doit par consequent elre 

generale et 

It AB' qz A'B = pB -4- yC -+- . . -H- vN. 

it:AB'qrA'B-haA:=S, 

A(±:B'4-a)ipBA' = S. 

Done x= di B'4- a, j= =f A' est une solution de Tequation A jr-hB j=S. 



Si S a ete decompose d^apres la metbode que nous avons expliquee, 
1® les nombres A', B', C seront tons positifs, et a^ la solution qu'on 
trouvera sera Tune des deux solutions les plus simples. 

I® Puisque cJ'D -f- sE H- . . . -h vN est le reste d'une division par C, 

(4) C>5D-4-£E-+-...-f-vN, 

et, comme C = rfD 4- E, 

rfDH-E>3D-i-€E-h ..4-vN. 



Done 



rf+|>3. 



D n'est pas nul, sans quoi rf et cJ' dont nous nous occupons ici n'existe- 
raient pas. Si E est nul, c^est-a-dire si D est le dernier nonnbre de la 
deuxieme ligne, alors 

(5) d>i. 

En tout cas, comme D > E, il faut que Ton ait 

(6) 4-\-i>i. 
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M' = V. Ce dernier nombre de la troisifeme ligne etant d'apres nos 
regies affeete du signe H-, il s'ensuit que M' > o. 

K = /nM-+-N, 

d'apres Tinegalite (4); done 

mM-4-N>/:zM-+-vN, 
et puisque v = M', 

mM-f-N>/^M-4-NM', 

mM'—fx ou L'> ^-^ -4-/:x(M'— 1), 

M' etant entier et positif, il s'ensuit que L' > o. 

Je dis maintenant qu'en general si E'> o et D'> o, on aura aussi 
C > o. 

En effet 

et puisque & est tout au plus egal a d, et que D' est entier et positif, 
C est tout au moins egal a E' et par consequent plus grand que zero. 
A', B', C',... sont done tous positifs parce que L' et M' le sont. 

2^ Je dis que j^ > M'. N pent etre le dernier nombre de la deuxienoe 
ligne. Alors Q^ le plus grand <^ommun diviseur de A etB, est ce meme 
nombre N, et je dois prouv<5r que 5^ > M'. 

Dans ce cas 



M=nN, j^ = « 



et d'apres Tinegalite (5) 



M ^ mil/ 

n ou ^ >y ou M'. 



(* ) Inutile de rappeler que tous les^nombres de ia deuxidme ligne, ainsi que «; P? 7». • . ; 
sont positifs et entiers. 

Junales scitntifiques de VEcoU Normale sup6rieure. Tome IV. 4^ 
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Si N n'esi pas le plus grand commun diviseur de A et B, alors 

M N O 

Q etant alors moindre que N et pouvant tout au plus dtre egal a 0, 
TT est plus grand que /i + 1 et par consequent plus grand que v (6) 
ou M'. Done 



J'en tire 





i>«' 










L 


= mM-h 


N. 


L 
Q 


M 


N 

Q' 


V 


= mM'-+- 


a. 



Done 



|>mM' + |>L'. 



E D 

Je dis maintenant qu*en g^n^ral si ^ > E', *^ > D', on aura aussi 

^>C'. 
En effet 

C .D E 

^y qui est par supposition plus grand que D' el entier parce que Q di- 

vise tons les nombres de la deuxieme ligne, doit au moins etre egal a 

C E 

D' -h I , et g- est au moins egal h rfD' -^ q -^ ^^ 

C' = rfD'4-E'qid, 

E 

d n'etant pas plus grand que & (6) et ^ etant plus grand que E' par 

C 
supposition, nous auroDS ^ > C. 
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Hf f 

Nous venons de d^montrer que ^ > M' el ^ > L', il faut done que 



^ > K', et de la on tire 



~>r,. 



>A'. 



La valeur generate entiere devest, comme on salt, en designant 
par / un entier quelconquei =p (A'db ^tjy le signe qui precede la pa- 

renthese etant le signe contraire du a de notre tableau. II suit de ce 

A 

que A' < fry que la plus petite valeur entifere de y du signe contraire 

au a de notre tableau est + A'. 



Exemple, 207 2 j; -h 4*7/ = 27 3oo. 

Si Ton commence la decomposition de 27 3oo par le nombre 427, les 
calculs a faire se disposeot de la maniere suivante : 
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J= — 4, X=:-hl4. 

Troisieme ligne. — La division de 27 3oo par 4^7 donne pour quo- 
tient 63; 
Le reste de cette division* 399, divise par 364 donne pour quotient i ; 
Le reste de cette division, 35, divis^ par \t\ donne pour quotient 2; 
Le reste de cette division, 7, divis6 par 7 donne pour quotient i. 
La quatriimeligne a ele formee par les op^ratiotis suivantes : 
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35/| SOLUTIONS ENTIERES DE l'kQUATION INDISTERHINEE, ETC. 

Si i'on commence la decomposition de 27 3oo par le nombre 2072, 
on trouve 27 3oo = 1 3 . 2072 -h i .364 et le tableau devient 



2072 



-i3 



497 



— o 



364 



-f-i 



4 I . 

/= — 4» ^==1 4- l3=rl4. 



J aire exemple, 4^/ H- 65 a: = 33oo. 
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65 


45 


20 
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-5o 


-l-I 


—0 


-i-i 


4 
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I 





r=-+-4> ^ = — 34-50 = 47. 

Si Ton avait a resoudre I'equation l\Sy — G5x = 33oo on la famene- 
rait a ce cas en posant x= —u\ Tequation deviendrait 

45/-4-65tt = 33oo, /=4» w = 47» ^=—47' 

Observation. ^ Pilatte avait indique dans ies Annales de Gergorme^ 
1812, un algorithme pour trouver des solutions simples des equations 
indeterminees du premier degre. M. Catalan I'a public etrecommande 
plusieurs fois [Gdomelre^ i836; Cours de Mathematiques , de Blum; 
Nomelles Annales de Mathimatiques, t. III). II a quelque analogic avec 
noire m^thode. Celle-ci conduit cependant par des calculs beaucoup 
plus simples a des solutions souvent plus simples egalement, et olle a 
ele trouv6e par des considerations d'un ordre tres-different. 

FIN DU TOME QUATRlfeME. 



Digitized by 



Google 



TABLE DES MATIERES. 355 



TABLE DES MATIERES 

DU TOME QUATRIEME. 



Recherches sur la determination des longueurs d*onde, par M. E. Masatrt, Professeur 
de Physique au Lyc^e Napoleon 7 

Memoire sur le mouvement vibratoire d'une corde form^e de plusieurs parties diverses 
de nature, par M. /. Sourget, Professeur k la Faculty des Sciences de Clermont- 
Ferrand 37 

Note sur une classe de courbes du quatri^me ordre et sur Taddition des fonctions 
elliptiques, par M. G. Dnrboux, Agr^ge des Sciences math^matiques 81 

Sur les determinants fonctionnels et les coordonn6es curvilignes, par M. Ed. Combes- 
cure, Agr^ge, Docteur 6s sciences 93 

Memoire sur la th^orie m^canique de reiectricite (masse eiectrique des corps conduc- 
teurs), par M. Marie-Davy 1 33 

Extension aux Equations simultan^es des formules de Newton pour le calcul des sommes 
de puissances semblables des racines des Equations enti^res, par M. Charles Meray, 
Docteur 68 sciences 1 59 

Recherches d'optique g6om6trique, par M. A. Levistal, Docteur 6s sciences 195 

£tude sur les mouvements g6n6raux de ratmosph6re, par M. Sonrel^ Docteur 6s sciences. 255 

Solutions enti6re8 de F^quation ind6t«rmin6e kx-^^y— S, par M. -5.-/. Clnsen, 
Professeur k Luxembourg 347 

Planches 357 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



PLA.NCHES. 357 



PLANCHES. 



PL /. — Recherches sur la determination des longueurs d*onde. 

JM^moire sur le mouvement vibratoire d'une corde form^e de plusieurs parlies 
dWerses de nature. 

PI, II, JII, IV ^ V, VI, VII, VIII. — feiude sur les mouvements g^n6raux de Tatmosphere. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



iv 



Pi. I. 



Fig-. 4. 

Spectre ihi radiuiuin. 



r>i) 60 61 62 63 64 6!> 66 67 6» 



70 71 72 



^:;;! ii i ' f ' ft! ': i i! i ! | i !j !ii i ii!ijii i ii: | !'i^^ 



:i5; 



TT 



li 




Fio-. 3. 

o 




(•' b; 



■- r- 



Fiii;. 4. 





Kio-. :i 





(ftiuthti'f- F^illu^'x . Libraere 'EJilftir. u Parrot'. 



/JuU. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



JV. 



PI. I. 



/• y/r^/r/"^/ r/4'\J /r\ 



^/r/rr^Yr/ 



:• ^/^ r'A/r/<' y y/z^/'y^ * /f , ^.. >■ .frr.frv//^/^. 



spectre <lu Cadmium. 



:>!) 60 61 62 63 64 65 66 67 6» && 70 71 72 



^..I'lil^iffiiUlS 



|i N i W ||l ; | | ||||l | | |ly ^ 



r+i^ 



1 l || |llll |H ili|l||| 



;l[;['[i! [ |! M ;' t|[ ' | ii i - n M tiii| 



? l n| !| | ,ii , l ft ; ih: | ii l4U^ 



^-X 



I i I 




Fi<v. 3 




r; B', 



», n 



^'/'^/r / /'/'/// r^ e/*- />///".*/ fVr/'ff//*//'/^<**J //V/'Wf//>/ <'/>' //t/////'f- ,■ /f* 



//.. /\ y)i...w./ 



Fio*. 2. o 

/ 



»i 



F/ 



^-^ 



^ 



B H 



Fio-. 4. 



— X 




ifituf-htt'r- Filiur'j' . Lil/rttirf -E,/t/iri4/\ ti Pa/'tJ'- 



DuUs 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



•^'/ 



•/** 



V 



y*^ 



V 



%/ 



V 



PI. 11. 



A 




/liver. - Vc/i^^ ct ultucty. 



\ 



^ 



^ 



Les runn^res intiiaaent eit miflonohei^ la. Aeutt&ur rtwtfntn^ d» Lu' 
bliue *ftu' eU tamber pentiant la. $aiSvn . ^ Cette moifan$he est ^e- 



^ 



daUe, de tiarnlirfu S0$ aiuwt d'alserrati'^ns . 



--A- 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



5/* J' 



/f^ 




loo 



PI. III. 



^ 



A 



^/. - WenU et pUUc 



A 



4 



j&^J /Mftnhts in^Uauettl^ tn mtUim»ttif& la. A<JUiUur itw^utt de lu. 



/ 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 




/ 



v^ >. 















^ -<'^...X-^''^'. 






Cv^ * '^r/ 




^v^ ^:i.: 



r:^ 






Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Pl.V. 










}'. f 



Wt^ 11 lI'. 



■m. 







Tt^i^M^ 



>^ /// '^ 



^J«^//^^ |/2^^ ^/ ^ 







Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



^ 

^ 



i 



i 



Ki 



PI. VI 




' f ■%•* '"''." 



7^, 










Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



PL VII 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



PI. VIII. 



< 







Digitized by 



Google J 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



■i 



I 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



